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Einleitung

Die Approximation ist ein wichtiger Teilbereich der numerischen Mathematik, da in
der Praxis vielfach nicht exakt, sondern nur anndherungsweise gerechnet werden kann.
Wegen des grofien Umfangs ist es wichtig, sich auf einen Teilbereich zu beschrinken.
Selbst ,Interpolation und Approximation von Funktionen auf R” ist noch zu weitldufig
und daher moéchte ich mich auf die Aufgabenstellung konzentrieren, eine durch eine Ta-
belle von Werten gegebene, eindimensionale Funktion anzunédhern. ,Anndhern” ist dabei
das richtige Wort, um die Allgemeinheit der Aufgabenstellung geeignet zu beschreiben.
Spezielle Anwendungsgebiete wie Integration oder Ableitung von in tabellarischer Form
gegebenen Funktionen werden nicht behandelt, da dies den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen wiirde. Fiir diese Problemstellungen muss auf weitere Literatur verwiesen werden.
Was die Quellen zu dieser Arbeit betrifft, so werden zu einem grofen Teil die Ergebnisse
aus Numerische Mathematik von Hans Rudolf Schwarz [9] und Numerische Mathema-
tik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler von Friedrich Weller [12] verwendet. Die
restlichen Beitrige sind im Literaturverzeichnis zu finden.

Interpolieren heisst das Erstellen einer Funktion, deren Graph durch gegebene
Punkte (z;,y;) laufen soll; eine Approximationsfunktion andererseits ist eine Funktion,
die nicht genau durch die Punkte (x;,y;) geht, sondern den offensichtlich auftretenden
Fehler nach gewissen Bedingungen minimiert.

Der erste Teil der Arbeit beschéftigt sich mit der Interpolation. Das sind ein-
mal die Methoden von Newton und Lagrange, die beide die Koeffizienten der durch
n+ 1 Punkte gegebenen Polynomfunktion n-ten Grades eindeutig bestimmen. Eine wei-
tere Moglichkeit bieten Tschebyscheff-Polynome, die durch Vorgeben der Stiitzstellen
den Fehler minimal zu halten versuchen. Von einem véllig anderen Standpunkt geht
die Spline-Methode aus, die fiir jedes Teilintervall [z;, z;11] ein eigenes Polynom niedri-
gen Grades berechnet, wobei an den Randpunkten gewisse Bedingungen erfiillt werden
miissen. Als letzte Variante werden noch Bézier-Polynome beschrieben, die es auch in
einer Bézier-Splinevariante gibt. Bézier-Polynome bieten den Vorteil, dass sie geome-
trisch anschaulich zu deutende Punkte enthalten, die auch nachtréiglich noch einfach
und anschaulich verindert werden kénnen.

Die diskrete Fourier-Analyse stellt einen Sonderfall dar, da ein und dieselbe Metho-
de sowohl eine Interpolation als auch eine Approximation nach der ebenfalls beschrieben
Methode der kleinsten Quadrate ermdglicht. Die Methode der kleinsten Quadrate ist es



auch, die den zweiten Teil iiber die Approximation beginnt. Schlieflich wird die Taylor-
entwicklung als Approximationsmethode beschrieben.

Die verschiedenen Methoden werden aber nicht nur beschrieben, sondern in einem
zweiten Schritt anhand der Theorie und vor allem anhand von anschaulichen Beispielen
verglichen, um die Vor- und Nachteile der einzelnen Methoden zu ergriinden.

Prinzipiell gibt es zwei moégliche Wege zu Daten zu kommen. Einmal durch Messen
von Werten, fiir die eine Funktion zur Bestimmung der Punkte zwischen den Messwerten
gefunden werden soll, andererseits besteht auch die Moglichkeit der rein mathematischen
Nutzung der Interpolation bzw. Approximation, mit dem Ziel fiir schwierig und aufwen-
dig zu berechnende Funktionen eine einfachere, moglichst gute Alternative zu bieten.
Fiir beide Anwendungsbereich gilt, dass je mehr iiber die Funktion bekannt ist, desto
besser. Sind aus der Theorie Extrema, Wendepunkte, Nullstellen, Pole und Ahnliches
bekannt, so sind nach Méglichkeit diese Punkte zu tabellieren. Auch wenn gewissen Me-
thoden wie Tschebyscheff und Fourier es nicht gestatten, die Stiitzpunkte frei zu wihlen,
so erleichtert oder erméglicht dieses Wissen doch die Analyse der berechneten Funktion
und die Entscheidung, ob man mit dem Ergebnis zufrieden ist oder nicht. Letztendlich
ist die Entscheidung einerseits von der eventuell bestehenden Theorie und zweitens, und
das ist meist das wichtigste, vom ,Auge” abhéngig. Ist man nicht zufrieden, so stehen
zwei Moglichkeiten zur Wahl: Entweder versucht man durch mehr Information wie zum
Beispiel durch mehr Messwerte oder durch Verdndern von Parametern das Ergebnis noch
zu verbessern, oder man beniitzt eine andere Methode und hofft auf ein besseres bzw.
den Erwartungen eher entsprechendes Ergebnis.

An dieser Stelle mochte ich noch auf folgende Konvention in den Abbildungen
hinweisen. Mehrmals wird die interpolierte beziehungsweise die approximierte Funktion
der exakten direkt in einem Bild gegeniibergestellt. In der ganzen Arbeit ist dabei die
Ausgangsfunktion strichliert gezeichnet, die angenédherte prinzipiell durchgehend. Nur
wenn mehr als 2 approximierte Funktionen in einer Grafik dargestellt sind, kommt es
vor, dass Approximationen nicht durchgehend gezeichnet sind.



1 Polynominterpolation

Ausgegangen werde von folgender Situation: Eine Funktion f sei in tabellarischer
Form gegeben durch n+1 Paare von Werten (z;, y;). Diese Funktion f soll nun durch eine
Polynomfunktion P angendhert werden. Der Grad des Interpolationspolynoms betrigt
fiir n + 1 Stiitzpunkte gleich n.

Im Folgenden werden die Verfahren von Lagrange und Newton vorgestellt. Obwohl
beide Methoden von verschiedenen Ansitzen ausgehen, ist das Ergebnis trotzdem das
gleiche. Das ist auch nicht weiter verwunderlich, da es zu n+1 Punkten nur ein Polynom
von maximal n-tem Grad gibt, das die Interpolationsbedingungen erfiillt. Die Methode
nach Newton hat den Vorteil, dass noch beliebig viele Punkte hinzugenommen werden
kénnen, ohne dass alle bereits berechneten Koeffizienten wieder berechnet werden miis-
sen, da nur noch der Koeflizient des héchsten Grades bestimmt werden muss.

Interpolationspolynome haben allerdings den Nachteil, dass sich durch Erhéhen der
Stiitzstellenanzahl die Approximation im Allgemeinen nicht unbedingt verbessert, da Po-
lynomfunktionen héheren Grades meist ,unruhig” werden und oszillieren (vgl. Abschnitt
1.4).

Des Weiteren wird auch die Interpolation mit rationalen Funktionen untersucht, die
besonders fiir Funktionen mit Polstellen gut geeignet sind. Auch diese Methode ist aber
nicht unproblematisch, da es zum einen fiir rationale Polynome keinen eindeutigen son-
dern mehrere mégliche Ansétze gibt und da zum anderen nicht fiir jedes Ansatzpolynom
eine Losung des Interpolationsproblems existieren muss.

1.1 Lagrange-Interpolation

Wir folgen [9] und definieren das Polynom P, (z) durch

P,(z) := Zf(:vz)LZ(:v) (1.1)



1 Polynominterpolation

und

_ ﬁ (IE—IEk> (1.2)
- T; — Tk ’

k=0

k#i

Aus den Definitionen fiir P, und L; ist ersichtlich, dass der Grad des Polynoms P, gleich
n ist. Weiters gilt

1, fiiri =y
L) =bs={ 0 mmia) (13)

da aus (1.2) und 7 = j folgt, dass

k=0
k#i

Andererseits gilt unter der Bedingung 7 # j, dass

n
T; — Tk r; — XI5

Li(z:) = o It R e i A

Z( ]) H (IEZ—IEk> (IEZ'—IE]'

k=0 N————

k#1 =0

| i)

Als Néchstes muss noch gezeigt werden, dass das Polynom P, die Punkte (z;,v;),
i =0,...,n interpoliert. Dies ist aber leicht einsichtig, da aus (1.3) folgt, dass

> Li(zy) =1
i=0
und somit gilt fiir alle Interpolationspunkte z; (j =0,...,n)

Py(z) = f(wo) Lo(zj) +. .. + f(@j-1) Lj—1(z;) +

=0 =0
+ f(=z5) Li(z;) +f(Tj11) Liga(x5) + .. + f(@a) - Lalz;) = v
=1 =0 =0

10



1 Polynominterpolation

1.2 Newton-Interpolation

Die Darstellung des Interpolationspolynoms nach Newton geht unter der Voraus-
setzung von 1+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzpunkten von folgendem Ansatz mit den
unbestimmten Koeffizienten ¢y, ¢y, ..., c, aus:

P.(z) =cy+ ci(x — x0) + ol — x0)(x — 1) + . ...
+en(z —zo)(z — 1) (2 — 20) (T — 23) ... (T — Tp_y) (1.4)

Die einzelnen Koeffizienten kénnen nun folgendermaken sukzessive berechnet werden.
Sei n = 0, dann folgt aus dem obigen Ansatz, dass

Py(zo) = yo = co. (1.5)
Wenn man nun noch einen weiteren Punkt hinzunimmt (n = 1), so soll nach (1.4) gelten:
Pi(z) =y1 = ¢p + c1(z — x0). (1.6)

Das Polynom P, interpoliert (zg, yo), da fiir beliebige ¢; gilt, dass
Pi(zg) = co + c1(xo — o) = o = Yo- (1.7)

Den Koeffizienten ¢; gilt es nun so zu bestimmen, dass die Gleichung P (z1) = y; erfiillt
ist:
Pi(z1) = y1 = co + c1(z1 — o),
_ - (1.8)
CL = .
T1 — Iy

Analog verfahrt man mit den nichsten Punkten, die hinzugenommen werden. Hat man
auf diese Weise das Interpolationspolynom fiir n Punkte berechnet und nimmt nun noch
einen weiteren Punkt hinzu, so geschieht dies nach demselben Schema. Die Idee ist, dass
zum bereits berechneten Polynom ein Polynom addiert wird, dessen Funktionswert an
allen vorhergehenden Stiitzstellen z; gleich 0 ist, damit die Interpolationseigenschaft fiir
diese Punkte erhalten bleibt. Der neue Koeflizient ¢, wird so gewihlt, dass auch der
néchste Punkt (z,41, Yn+1) mit dem Polynom P, inzidiert.

Pi(z) =co+ c1(x — o) + colx — o) (z — 1) + . ..
+ ez — 20)(z — 21) (2 — 22)(z — 23) ... (T — Tn2)(T — Tn_1) (1.9)

-~
=0 fir z=z; k=0,...,n—1

Durch Umformen von

n—1

Py(z) = Poi(z) + e [[ (2 — 2) = ¥m

11



1 Polynominterpolation

Zu
_ Yn — Pn—l(xn)
Cn = n—1
I (zn — 7)
k=0

folgt die sukzessive Koeffizientenberechnung:

Co = Yo
n - Pn— Ty

¢ = om0 1(zn) (n > 1). (1.10)
I1 (zn - xk)
k=0

1.3 Beispiele und Bilder

0 2 4 6 8 10
Abbildung 1.1: Relativ gutes Ergebnis eines Interpolationspolynoms.

Beispiel 1. Interpolationspolynome kénnen gute Ergebnisse liefern wie in Abbildung 1.1,
wo die 6 Punkte (1,5), (2,2), (4,2), (6,2), (7,1) und (9, 1) durch ein Polynom 5. Grades
interpoliert werden, némlich durch das Polynom Ps(z) = 52 + 5 2% — SLa3 4 027 52
1081

o5 Tt %, dessen Koeffizienten auf 4 Stellen nach dem Komma gerundet sind. Allerdings
fallt auf, dass die Losung am rechten Rand eine unerwartet grofe Auslenkung nach unten

hat.

Beispiel 2. Dieses Schwingen oder Oszillieren am Rande der Funktion, das ansatzweise
in Abbildung 1.1 zu sehen ist, ist besonders typisch fiir Interpolationspolynome héheren

12



1 Polynominterpolation

Abbildung 1.2: Oszillieren eines Polynoms 4. Grades.

Grades. Es kann aber auch bei Polynomen niederen Grades vorkommen [8]. Abbildung
1.2 zeigt zum Beispiel ein Interpolationspolynom 4. Grades durch die Punkte (1,0),
(3,0), (4,1), (4.5,0) und (6,0). Das zugehorige Interpolationspolynom lautet Py(x) =
sot — 275 4 242° — 46.5¢ + 27. Auffillig ist, dass die Punkte mit einer Ausnahme auf
der y-Achse liegen und dass das Interpolationpolynom deutlich negative Werte annimmt.
Ob iiberhaupt negative y-Werte zuléssig sind, ist von der Aufgabenstellung abhingig.

Gegebenenfalls muss die Situation durch mehr Information geklirt werden.

1.4 Ausschwingen

Was das Hinzufiigen von Stiitzpunkten fiir diese Interpolationsmethode bedeutet,
zeigen die néchsten Beispiele und Abbildungen.

Beispiel 3. Die Funktion f(z) = ﬁ soll durch 3, 5, 9 und 15 Stiitzpunkte interpoliert
werden. Auffillig ist, wie sehr die Polynomfunktion zu oszillieren beginnt, je mehr Stiitz-
punkte verwendet werden. Die erste Annéherung durch die 3 Stiitzpunkte (vgl. Abb. 1.3)
(=5, 35), (0,1), und (5, 55) ergibt das Polynom Py(z) = —0.03852” + 1. Dieses kann nur
sehr grob die Tendenz der eigentlichen Funktion wiederspiegeln. So gibt es zum Beispiel

noch keine Wendepunkte.

Nach Hinzunahme von 2 weiteren Punkten (—3, %) und (3, {;) enthélt das Inter-
polationspolynom P;(z) = 0.0038z* — 0.13462% + 1 in Abbildung 1.4 nun Wendepunkte,
dafiir muss man aber auch 2 Minima in Kauf nehmen, die die Funktion f nicht besitzt.
Daher haben auch die Steigungen in den Umgebungen der Rénder jeweils die falschen

Vorzeichen.

13



1 Polynominterpolation

Wir nehmen nun 4 weitere Punkte hinzu, nimlich (—4, %), (=2, 1), (2,+) und
(4,1), und sehen (Abb. 1.5), dass im Intervall [-2,2] die Approximation recht gut
ist; auZerhalb dieses Intervalls beginnt die Funktion aber, je weiter sie sich den Rén-
dern ndhert, mehr und mehr zu oszillieren. Das zugehorige Interpolationspolynom lautet
Py(z) = 0.0000428 — 0.00249z5 + 0.04633z* — 0.348422% + 1.

Dieser Effekt ist im Polynom 14. Grades in Abb. 1.6 dominierend und beeintrichtigt
sogar die bereits gute Interpolation von Pg im Intervall [—2, 2]. Es wurden die Stiitzstellen
(—4.5, 57755), (—1,3), (0.5, 15£), (0.5, 155), (1,3) und (4.5, 575) hinzugefiigt, um

Py, = — 0.000000962 + 0.00007z'2 — 0.00190z° + 0.0265122% — 0.182362° +

) \ (1.11)
+0.595592* — 09379122 + 1

zu erhalten.

Die Funktion f ist symmetrisch zur y-Achse. Ist dies bekannt oder vermutbar, so
muss moglichst ein Polynom geraden Grades verwendet werden, sonst ist das Ergeb-
nis nicht sehr ansprechend, wie Abbildung 1.7 zeigt Als Interpolationspunkte wurden

(=5, %) (—4, 117) (-3, 110) (-2, é), (0,1),(1, %), (2, ) (3, 110) (4, 117) und (5, %) verwen-
det. Daraus erhilt man das Polynom
Py(x) = — 0.00002z° + 0.000042® + 0.00122z" — 0.002492° — 0.021922° +

1.12
+0.04633z* + 0.151042> — 0.348422% — 0.32579x + 1. (112)

durch ein Polynom 2. Grades.

Abbildung 1.3: Approximation von f(z) =

1—|—.'/v2

14



1 Polynominterpolation

1.2

1
1422

Abbildung 1.4: Approximation von f(z) = durch ein Polynom 4. Grades.

1.2

1
1+x2
tion beginnt an den Enden bereits ,unruhig” zu werden.

Abbildung 1.5: Approximation von f(z) = durch ein Polynom 8. Grades; die Funk-

15



1 Polynominterpolation

Abbildung 1.6: Approximation von f(x) = ﬁ durch ein Polynom 14. Grades; Oszilla-

tion ist bereits sehr stark ausgeprigt.

15

Abbildung 1.7: Die Approximation von f(z) = 7 +1w2 durch ein Polynom 9. Grades ist
,schief.”

16



1 Polynominterpolation

1.5 Rationale Interpolation

Wenn man anhand der zu interpolierenden Punkte vermuten kann, dass die gesuchte
Funktion Polstellen oder Asymptoten fiir z — —oo oder x — o0 besitzt, so kann dem
Rechnung getragen werden, indem man mit einer rationalen Funktion interpoliert. Wir
folgen dafiir der Argumentation von [9].

Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Punkte (x;,y;), so sucht man nun eine
rationale Funktion R(z) von der Form

_po—i-plx—i-----i-paxa_ Pa

R(x = —,
() Qo+qar+--+grf Qg

(1.13)

wobei P, und (s Polynome vom Grad « bzw. § sind. Aus den gegeben Punkten lassen

sich die Bedingungen R(z;) = % =vy;, 1 =0,...,n fiir die Interpolation ableiten.

Diesen n+1 Gleichungen stehen o+ 5+2 Koeffizienten py, ... ,pa; g, - - - , g3 gegen-
iiber. Da Zahler und Nenner aber mit einer beliebigen Zahl ungleich Null multipliziert
werden kdnnen, ist es zuléssig einen Koeflizienten zu normieren und gleich Eins zu setzen.
Ist die Bedingung a+ 8 = n erfiillt, so muk ein Gleichungssystem mit n+1 Unbekannten
und n + 1 Bedingungen gel6st werden.

Es zeigt sich aber, dass - im Gegensatz zur Polynominterpolation - nicht immer
eine rationale Funktion R(z) existiert, die Losung des Interpolationsproblems ist, auch
wenn fiir das Gleichungssystem immer eine nicht-triviale Losung existiert. Aus (1.13)
folgt

Po(wi) — yiQs(x:) =0
=po+p1Ti + -+ P — Yilgo + @i + -0 + Qﬁfﬂf) =0 (1.14)
1=0,...,n.
Es ist ndmlich mdglich, dass eine Stiitzstelle z; eine Nullstelle des Nenner-Polynoms g
ist. Aus (1.14) folgt in diesem Fall, dass auch P,(z) = 0 gelten muss. Somit kann durch

(z—xy,) gekiirzt werden und die Interpolationsbedingung R(xy) = yx wird moglicherweise
nicht erfiillt. So ein Punkt wird unerreichbarer Punkt genannt.

Beispiel 4. Gegeben seien die Punkte (—1,2), (1,3) und (2,2), die durch eine Funktion
mit dem Ansatz

P (z) _bo + prx
Qi(z) g +aqz

interpoliert werden sollen. Aus (1.14) und der Angabe ergibt sich das Gleichungssystem

R(z) =

Po—P1—2q0+2¢ =0
Po+p1—3¢ — 3¢ =0
Po + 2p1 — 2¢qp — 4q, = 0.
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1 Polynominterpolation

Da das Gleichungssystem bis auf einen Faktor bestimmt ist, setzen wir ¢p = 1 und
erhalten dann die Lésungen py = 2, p; = —2 und ¢; = —1. Es folgt somit

R(z)=%=2

Diese Funktion erfiillt aber nicht die Interpolationsbedingung fiir den Punkt (1, 3).
Auswege:

o Weglassen des ,kritischen Punktes”:
Die berechnete Funktion R(z) erfiillt diese Bedingung bereits. Sie ist aber
meist nicht sehr ,zufriedenstellend”.
e Neuerliche Berechnung mit einer anderen Ansatzfunktion:

Wihlt man im obigen Beispiel den Ansatz

D Py(x) _ Po
Qs(z) Qo+ @z + @z’

und setzt g = 1, so erhélt man nach Lésen des Gleichungssystems die Werte
po =12, go = 4 und q; = —1. Die Funktion

~ 12
R(x):4—:v+:v2

erfiillt nun wirklich alle Interpolationsbedingungen.

Bemerkung 1. Es ist moglich, dass der Eins gesetzte Koeffizient gleich Null ist. Dann ist
das Gleichungssystem nach dem angegebenen Verfahren natiirlich nicht 16sbar. Ist das
Gleichungssystem nicht losbar, so bedeutet dies, dass der Koeffizient gleich Null ist. Das
daraus resultierende Gleichungssystem liefert dann die gewiinschten Koeffizienten nach
dem beschriebenen Verfahren.

Beispiel 5. Gegeben seien die Punkte (—1, 1), (0,1) und (1, 5), die durch eine rationale

Funktion R(z) = B2 interpoliert werden. Setzt man die gegebenen Punkte ein,

so erhdlt man das Gleichungssystem

2pp—qo+q —q2=0
2pp—q@—q1 —q2=0
Do — qo = 0.
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1 Polynominterpolation

Setzt man ¢; = 1, so sieht man sofort, dass Gleichung 1 und Gleichung 2 keine gemeinsa-
men reellen Schnittpunkte besitzen; daraus folgt, dass das Gleichungssystem nicht mehr
zu 16sen ist. Daher setzen wir ¢; = 0 und erhalten als neues Gleichungssystem

2p0—go—¢2=0

Po—qo = 0.
Dieses Gleichungssystem ist wieder bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt, so dass es
zuléssig ist, einen Koeffizienten gleich Eins zu setzen. (Geldnge man so wieder auf ein
nichtlésbares System, wiirde das wieder bedeuten, dass auch dieser Koeffizient gleich

Null zu setzen ist.) Wir setzen nun py = 1 und erhalten somit go = 1 und ¢» = 1. Die
rationale Funktion R(z) = {7 erfiillt alle Interpolationsbedingungen.

1.6 Beispiel und Bild

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Abbildung 1.8: Zusammen mit der Polstelle bei = 7 erinnert diese Kurve stark an eine
rationale Funktion.

Beispiel 6. Gegeben sei die Funktion f durch die (gerundeten) Punkte (0,1), (0.5,1.04),
(1,1.19), (1.5,1.50), (2,2.20), (2.5,4.18). Dariiberhinaus vermutet man einen Pol an
der Stelle 7. Da uns die Kurve (vgl. Abb. 1.8) sehr an ein rationales Polynom erinnert
und rationale Polynome Polstellen erzeugen kénnen, versuchen wir daher diese Funktion

mittels einer mit dem Ansatz R(z) = _-5 zu approximieren. Da lim R(z) = oo setzen
T—T

wir den Nenner gleich Null. Als Bedingung erhalten wir daraus b = —an. Unser neuer
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1 Polynominterpolation

Abbildung 1.9: Approximation einer Funktion anhand der Gestalt durch ein entspre-
chendes rationales Polynom.

Ansatz lautet also R(z) = —1—. Da uns nur noch eine Variable zu bestimmen bleibt,

arx—am’
kénnen wir auch nur mehr fiir einen Punkt die Interpolation fordern. Wir entscheiden

uns noch fiir den Punkt (0,1) und erhalten das rationale Polynom R(z) = —z—
Approximation fiir die f(z) = =%~. Wie der direkte Vergleich in Abbildung 1.9 erkennen

sin(z)
lasst, ist die Approximation fiir so ein ,einfaches” Polynom gar nicht schlecht.

Zusammen mit der ,Methode der kleinsten Quadrate” (vgl. Kapitel 5), lieke sich der
Fehler gleichmifbig iiber alle Stiitzstellen verteilen.

als
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2 Tschebyschefl-Interpolation

Wir wollen nun eine mindestens n + 1 mal stetig differenzierbare Funktion f(z) im
Intervall [a,b] untersuchen. Approximiert man die Funktion mit einem Interpolations-
polynom, so ldsst sich der Fehler wie folgt berechnen [12]:

Satz 1.

(41 (£(2)) 2
(@) = Palz) = 2 (5() 0N | () (2.1)

!
(n+1)! 212

£ bezeichne dabei eine von x abhdngige Stelle mit € € [a, b].

Beweis. Wegen der Interpolationsbedingungen hat f(z) — P,(z) mindestens n + 1 Null-
stellen xg, x1,..., Zp, so dass gilt

f@) = Py(z) = g(x)(z —zo)(x —x1) ... (T — Ty)- (2.2)
Sei T # x;, T € [a,b] ein beliebiger, aber fester Wert, dann ist
F(z) = f(z) — Py(z) — g(Z)(x — z0)(z — 1) ... (. — ) (2.3)

mindestens 1+ 1 mal stetig differenzierbar. Offensichtlich gilt F'(Z) = 0. Nach dem Satz
von Rolle gilt, dass es zwischen 2 Nullstellen einer Funktion mindestens eine Nullstelle
der Ableitung dieser Funktion gibt. F’ hat somit iiber dem Intervall [a,b] mindestens
n + 1 Nullstellen. Durch neuerliches Anwenden des Satzes von Rolle ist einsichtig, dass
F" mindestens n Nullstellen und F" mindestens n — 1 Nullstellen besitzt. Daraus folgt,
dass F®*1) mindestens eine Nullstelle hat und somit gibt es ein £ fiir das F**1 (&) = 0.
Fiir F™+ gilt

F(z) = f* ) (2) — g(2) (n + 1)L, (2:4)
da P, nach der n + 1-ten Ableitung verschwindet und von [](z — ;) nur mehr (n + 1)!

i=0
tibrig bleibt. Setzt man in diese Gleichung fiir z den Wert £(x) ein, so erhélt man

o SOI(E()
9(z) = N (2.5)
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2 Tschebyscheff-Interpolation

Fiir jedes Z € [a, ] gilt somit

(n+1 n
@)= i) = 5 T - 0. (2.6
=0
Da diese Gleichung trivialerweise auch fiir £ = z;, ¢+ = 0,..., n erfiillt ist, gilt die
Gleichung fiir alle z €[a, b], sodass sich der Fehler durch
f(n—i—l n
f(z) = Py(z) = n+ 1 g T — ;) (2.7)

abschitzen lasst.
O

Nun stellt sich die Frage, wie man den Fehler von vornherein moglichst gering
halten kann. Nachdem die zu interpolierende Funktion nicht beeinflussbar ist, bietet
sich der Weg iiber die Stiitzstellen an, der uns zu den Tschebyscheff-Polynomen fiihren
wird.

2.1 Tschebyscheff-Polynome

Definition 1. Das Polynom T, (z), z € [—1,1]
Tn(z) = Ty(cos(p)) := cos(ny), x = cosp, ¢ € [0, ] (2.8)
heisst T'schebyscheff-Polynom oder T-Polynom vom Grad n.

Rekursionsformel: Aus dem Additionstheorem cos((n+1)¢)+cos((n—1)gp) = 2 cos(p) cos(nyp)
folgt fiir Tschebyscheft-Polynome fiir n > 1

Thii(z) = 22T, (2) — Ty 1 (), To(z) =1, Ti(z) = =. (2.9)
Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome

1. |Th(z)| < 1fiir z e [-1,1).
2. T,(z) besitzt n + 1 Extrema an den Stellen z\ = cos(*7), k=0,1,..

" 7

3. Tu(z) besitzt die n Nullstellen z; = cos(%), k=1,...,n. Diese Werte
werden auch T'schebyscheff-Abszissen genannt.

(2.10)
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2 Tschebyscheff-Interpolation

Tschebyscheff-Polynome haben eine weitere und bemerkenswerte Eigenschaft, die
als Minimaz-Eigenschaft bekannt ist. Als Vorbereitung sei hier die Definition von nor-
mierten Polynomen angegeben.

Definition 2. Ein Polynom heiftt normiert, wenn der héchste Koeffizient des Polynoms
gleich Eins ist, falls also fiir ein Polynom P

P(z) = an 2" +a, 12" '+ ... faiz' +ag (2.11)
=1

gilt.

Satz 2 (Minimax-Eigenschaft). Unter allen normierten Polynomen n-ten Grades ist das
Tschebyscheff-Polynom T,(x)/2" ' minimal beziiglich der Mazimumnorm ||Pp|mez :=

11r1[21:>1<1 |P,(z)| im Intervall [—1,1].

Beweis. Indirekt:

Angenommen, es gebe ein normiertes Polynom n-ten Grades P, fiir das |P,(z)| < z
fiir alle z € [—1,1] gilt. Dann gilt aber fiir das Polynom Q(z) = P,(z) — T, (z)/2"!
den n+ 1 Extremstellen :E,(f) von T;,, dass es abwechselnd positiv und negative wire und
daher mindestens n Nullstellen in [-1,1] hétte. Da aber P, und 7, normierte Polynome
sind, ist das Polynom ) hdchstens vom Grad n — 1. Ist @ # 0, dann kann @) keine n
Nullstellen besitzen. Fiir Q = 0 sind 7}, und P, identisch. Damit ist die Annahme falsch

und der Satz beweisen.

Auf diesen Satz baut die Tschebyscheff-Interpolation auf.

2.2 Interpolationsverfahren

Voraussetzung des Verfahrens ist eine mindestens n+1 mal differenzierbare Funkti-
on f definiert auf dem Intervall [—1, 1]. Die Idee der Tschebyscheff-Interpolation basiert

darauf, den Fehler f(z) — P,(z) = % [](z — z;) moglichst klein zu halten. Dies
=0

ist durch geeignete Wahl der z; moglich. Sei H (z — z;) ein normiertes Polynom (n 4+ 1)-

ten Grades. Nach dem Minimax-Satz ist das Betragsmammum dieses Polynoms fiir alle
z € [—1, 1] genau dann minimal, wenn die n + 1 Stiitzstellen gleich den 7 + 1 Nullstellen

n
von T, sind. Dann gilt ndmlich max| [[(z—z;)| = 27". Fiir das Interpolationspolynom
i=0
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2 Tschebyscheff-Interpolation

P} (x), dessen Stiitzstellen gleich den Tschebyscheff-Abszissen von T, sind, erhélt man
somit den kleinstmdoglichen Interpolationsfehler.

Als Darstellung von P;(z) bietet sich eine Linearkombination von Tschebyscheff-
Polynomen an:

Py (z) = —’YOTO ) + Z T (2.12)
Fiir die Bestimmung der Koeffizienten ~yy, 71, . . ., ¥, aus den Interpolationsbedingungen
1 n
EIYOTO(:EZ) + Z’Y]T_’?(IEZ) = f(xl)7 [ = 17 27 st 1 (213)
j=1

benétigen wir den folgenden Satz.

Satz 3. Seien x; die n+ 1 Nullstellen von Tp41(z), dann gilt fir 0 < k,j <n

n+1 0, falls k # 3
> Til(w)T(a) = ln+1), fallsk=j>0 (2.14)
' n+1, falls k=4 =0.
Beweis. Setzen wir h := 5, so erhalten wir
20— 17 1
Ty (z;) = cos (k ] 5) = cos (kh(l — 5)) (2.15)

Mit Hilfe des Additionstheorems cos acos 8 = %(cos(a — B) + cos(a + ,6)) folgt

HZHT,C ()T, nzﬂcos (kh (i— _)> cos (Jh(l _ %)> _
- % [COS< )h(l — 1)) + cos((k + )l — %))] = (2.16)

—Re[Ze i(k=)h(i—3) +Ze ik-+i)h

=:q1 q2

Fiir j # k gelten wegen 0 < k, j < n die Ungleichungen 1 < |k — j| <nund1<k+j<

2n. Daher gelten wegen %5 = h < |(k — j)h| < nh = 1% und 25 = h < (k+j)h <
2nh = 2“" die Unglelchungen
|(k — j)h| #2rl, (k+j)h#2rlfiirleN, (2.17)
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2 Tschebyscheff-Interpolation

sodass ¢; # 1 und ¢» # 1 folgt. Fiir die erste Summe erhalten wir mit h(n + 1) = 7 und
wegen der Formel fiir die geometrische Reihe

n+1 n+1 n

Zei(k—j)h(l—%) :e%i(k—j)hz gilk—ih(I-1) _ e%i(k—j)h Zei(k—j)hl _

=1 =1 =0 (2.18)
:e%i(k—j)h . ez(k—])h(n-l-l) -1 (_1)k—] -1

eilb=h — 1 24 sin(3(k — i)

Fiir die zweite Summe erhalten wir durch analoge Rechnung fast dasselbe Ergebnis.
Im obigen Ergebnis ist nur (j — k) durch (j + k) zu ersetzen. Da in beiden Ausdriicken
der Realteil Null ist, ist der Satz fiir j # k bewiesen.

Fir j = k > 0 liefert die erste Summe in (2.16) wegen ¢ = 1 den Wert (n + 1),
wihrend der zweite wegen 5 < (k + j)h < iiﬁ als geometrische Reihe gemif des
obigen Resultats mit £ = j den Wert Null hat. Daraus erhilt man wegen (2.16) das

Ergebnis 3 (n + 1).
Der Fall j = k = 0 folgt wegen T, = 1 direkt aus dem Satz.

Explizite Darstellung von

Multipliziert man die /-te Interpolationsbedingung (2.13) mit Ty (z;), wobei k ein
fester Index mit 0 < k < n ist und addiert dann alle n + 1 Gleichungen, so erhélt man
fiir k=0,1,...,n

2 n+1
M= ;f(lﬂz)Tk(xz) =

(2.19)

2 . (20 — D)7 (20— )7
= e k———=").
n—+1 §f<cos( (n+1)2 )> cos( (n+1)2 )
Bemerkung 2. Da Tschebyscheff-Polynome nur iiber dem Intervall [—1,1] die Minimax-
Eigenschaft besitzen, muss die Funktion f(z), die iiber dem Intervall [a,b] definiert ist,
durch die lineare Transformation
_2z—-b-a zb—a)+b+a

e — = 2.2
T P z 5 (2.20)

in eine Funktion auf das gewiinschte Intervall [—1,1] iibergefithrt werden.

Bemerkung 3. Fiir die Tschebyscheff-Interpolation sind also die Stiitzstellen vorgege-
ben. Das bedeutet, dass dieses Verfahren nur fiir den Fall geeignet ist, dass man sich
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2 Tschebyscheff-Interpolation

die Stiitzstellen aussuchen kann. Nachtrigliches Hinzunehmen von Messwerten ist nicht
so einfach moglich, da die Tschebyscheff-Abszissen wieder neu berechnet und an diesen
Stellen dann gemessen bzw. ausgewertet werden miissen. Dasselbe gilt, falls ein Poly-
nom anderen Grades gewiinscht wird. Da dies wohl meist zu umsténdlich ist, ist die
Tschebyscheff-Interpolation eher im Bereich der Funktionsapproximation von Bedeu-
tung, da hier die Funktion f, die approximiert werden soll, bekannt ist, wenn sie auch
meist umsténdlich zu berechnen ist, und daher an beliebigen Stellen ausgewertet werden
kann. Der Aufwand dabei ist ,nur” ein rechnerischer.

Bemerkung 4. Tschebyscheff-Polynome sind aber auch dem Phinomen der Oszillation
bei hohem Grad unterworfen, da sie eben auch Polynome sind. Der Unterschied liegt
nur darin, dass durch die Stiitzstellenwahl von vornherein versucht wird, den moglichen
maximalen Fehler zu minimieren.

2.3 Beispiele und Bilder

-1 -0.5

Abbildung 2.1: - approximiert durch ein Tschebyscheff-Polynom aus 15 Stiitzstellen.

Beispiel 7. Betrachten wir wie in Kapitel 1 wieder die Aufgabe, die Funktion

f(z) = H%’ z € [=5,5] zu approximieren; diesmal mit einem Tschebyscheff-Polynom.
Fiir ein Interpolationspolynom 14. Grades bestimmen wir die Nullstellen von T35 nach
(2.10), Eigenschaft 3 und erhalten die 15 Interpolationsstellen z; = cos (2’“?;)1)” fiir
k=1,...,15, an denen die transformierte Funktion, ndmlich m, z € [—2,1], aus-
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2 Tschebyscheff-Interpolation

' ' 2
/) - ‘]Js(?:(hJétl)l;cheff—

08t interpolation |

0.6

0.4¢

0.2y

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 2.2: ; Jrlw2 approximiert durch ein Tschebyscheff-Polynom aus 16 Stiitzstellen.

gewertet werden soll. Die zugehorige Tabelle lautet

Tk f(zx) Tk f(zx)

0 1 =+ 0.743144 | 0.0675375
=+ 0.207911 | 0.480613 + 0.866025 | 0.0506329 .
=+ 0.406736 | 0.194709 =+ 0.951056 | 0.0423501
=+ 0.587784 | 0.103763 =+ 0.994521 | 0.0388699

Daraus berechnen wir 7, nach (2.19). Eingesetzt in den Ansatz nach (2.13) ergibt sich
das Polynom P4, das in der iiblichen Schreibweise

Pyy(z) = — 333.6537z'* + 1264.53492'% — 1927.3623x'0 + 1510.7608z® —
— 646.94212° + 149.04722* — 17.36592% + 1

lautet. Abbildung 2.1 zeigt das Tschebyscheff-Polynom 14. Grades. Wie man eindeutig
sehen kann, ist die Funktion verglichen mit dem Interpolationpolynom (Abb. 1.6) viel
,suhiger”. Das Oszillieren beschrinkt sich auch an den Rindern auf ein ertriglicheres
Mafk verglichen mit dem zitierten Interpolationspolynom.

Beispiel 8. Sehen wir uns nun ein Tschebyscheff-Polynom ungeraden Grades an. Die

Stiitzstellen sind mit zy =((2k3;21)”) fir £ =1,...,16, die Funktionswerte mit f(zy) =
1

T (522 vorgegeben. Das Polynom lautet

P(z) = — 108.7969z"* + 239.5323z'% — 724.77142" + 627.43672° —
— 305.664990625 + 83.6621z* — 12.279422 + 0.9168.
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2 Tschebyscheff-Interpolation

Verglichen mit dem ungeraden Interpolationspolynom von Kapitel 1 ist das Tschebyscheft-
Polynom durch 16. Stiitzstellen nicht so schief und nicht so unruhig. Das ist auch nicht
verwunderlich, denn dieses Polynom ist wegen der symmetrischen liegenden Stiitzstellen
auch selbst symmetrisch. Andererseits wird die Funktion f im Bereich des Punktes (0,1)
nicht so gut angendhert. Das hat natiirlich damit zu tun, dass das Interpolationspolynom
in Abbildung 1.7 den Punkt (0, 1) interpoliert. Wahrend das Tschebyscheff-Polynom den
y-Wert 1 nicht erreicht, schiefit das Interpolationspolynom links des Punktes (0,1) zu
weit hinaus. Zum Vergleich ist hier auch noch einmal die Funktion f = ﬁ in strich-
lierter Form eingezeichnet.
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3 Spline-Interpolation

Approximiert man eine tabellarisch gegebene Funktion mit einem Interpolations-
polynom, so muss man selbst fiir Tschebyscheff-Polynome mit ,minimaler” Oszillation
rechnen. Dieses Oszillieren tritt aber erst bei Polynomen héheren Grades auf. Die Spline-
Methode unterbindet genau dies, indem zwischen den einzelnen Stiitzstellen jeweils ein
eigenes Polynom niedrigen Grades berechnet wird. Die nun gesuchte Funktion soll aus
mehreren aneinandergereihten Polynomen bestehen, die in den Stiitzpunkten bestimmte
Eigenschaften zu erfiillen haben, damit Stetigkeit und Differenzierbarkeit auch in diesen
Punkten gewihrleistet sind. Im Prinzip kann der Grad der Polynome beliebig gewihlt
werden. Hier werden aber nur lineare und kubische Splines behandelt.

Lineare Splines haben den Vorteil, dass sie sehr einfach gebaut sind, man mit ihnen
leicht rechnen kann und absolut keine unerwiinschten Nebeneffekte, wie zum Beispiel das
Ogtzillieren auftreten kénnen, wodurch sie auch als Approximation fiir Funktionen, iiber
die man so gut wie nichts weif, geeignet sind.

Kubische Splines hingegen sind nicht nur stetig, sondern auch in den Stiitzstel-
len 2 mal stetig differenzierbar. Das bedeutet, dass sie auch ,fiir das Auge’ eine gute
Approximation bieten, aber Dank des niedrigen Grades doch noch nicht oszillieren.

3.1 Lineare Splines

Nach [7] seien n + 1 Punkte (z;,v;), ¢ = 0,...,n gegeben, wobei 7 < z1 <
+++ < Zp_1 < zp, gilt, die durch einen linearen Spline s(z) zu interpolieren sind. Auf den

Teilintervallen [x;, x;41] ldsst sich die Funktion s(z) |[3,4,,,]= si(2) wie folgt darstellen:

_ (Tip1 — 1)y + (2 — 13)Yi
Sz(IE) = .
Tit1 — X

(3.1)
Offensichtlich ist s;(x) eine lineare Funktion, die wegen s;(x;) = y; und s;(2;41) = Yir1

stetig ist und die Interpolationsbedingungen erfiillt.

3.1.1 Spezielle Eigenschaften

Lineare Splines bestechen gerade durch ihre , Einfachheit.” Fiir eine ,,gute” Approxi-
mation miissen daher viele Stiitzpunkte gew#hlt werden. Dafiir gibt es aber absolut kein
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3 Spline-Interpolation

Ogrzillieren. Ganz im Gegenteil - Dank der Linearitét sind Bereiche in der Umgebung von
Asymptoten oder Polen kein Problem, da die zweite Ableitung an diesen Stellen gegen
Null geht und die Kriimmung von linearen Splines gleich Null ist. Das bedeutet ande-
rerseits aber auch, dass in Umgebungen starker Kriimmung oder zumindest vermuteter
starker Kriimmung mehr Stiitzpunkte gewihlt werden miissen, damit eine sinnvolle In-
terpolation moglich ist. Ebenso ist es natiirlich ratsam, in Umgebungen steiler Anstiege
einer Kurve die Abstédnde h; = z;,1 — z; gering zu halten.

Zusétzlich haben lineare Splineinterpolierende Eigenschaften, die Splines héherer
Ordnung nicht mehr bieten kénnen [11]:

e Positivitéit bleibt erhalten:
Gilt Vi y; > 0, so ist auch der lineare Spline s(z) > 0 Vi.

e Monotonie bleibt erhalten:
Sei y; < Yjp1 < 0 < Ypot < Yk, 1 < J <k <L0,...,nfiirj <k, sogiltim
gesamten Intervall [z;, zx], dass s'(z) > 0 Vz € [z}, z].

e Konvexitit bleibt erhalten:
8; = 8'(%)|(z;,25,,) S€i die Ableitung des Splines auf dem Teilintervall (z;, z;11).
Sind die Daten konvex im Sinne von s; < s, < .-+ < s;_; < s, wobei fiir
j und k die Ungleichungen 0 < j < k < n gelten, so ist die Splinefunktion s
eingeschrinkt auf [z;, zj + 1] ebenfalls konvex.

3.1.2 Beispiele und Bilder

Die Anzahl der Stiitzpunkte fiir einen linearen Spline ist von groker Bedeutung. Im
Gegensatz zu Interpolationspolynomen gilt, je mehr Punkte desto besser. Eine geringe
Stiitzstellenzahl kann, besonders wenn nicht wichtige Punkte wie Extrema oder Wen-
depunkte, bzw. Punkte in deren Nihe angegeben werden, nur eine sehr ungenaue und
ungefihre Vorstellung des Kurvenverlaufs vermitteln.

Beispiel 9. Die Funktion f(z) = =5 soll durch die 4 Punkte (=5, 5), (=3, 15), (5, 155)
und (1, 1) approximiert werden (Abb. 3.1). Selbst wenn durch das Maximum und wenige
weitere Punkte interpoliert wird, ist das Ergebnis auch noch nicht viel besser. In Abbil-
dung 3.2 sind die Punkte (=5, 55), (=3, 15), (0,1), (3, 15) und (5, 5) und der zugehérige
lineare Spline gezeichnet. Allerdings sind die Symmetrie und die allgemeine Tendenz

schon einigermafen erkenn- oder vermutbar.

Beispiel 10. Approximationen durch lineare Splines kdnnen sich - wie die néchsten Bei-
spiele zeigen - durchaus sehen lassen. Zum Vergleich zeigt Abbildung 3.3 die Funktion
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08¢

0.6¢

0.4¢

0.2y

_1
1+z2

Abbildung 3.1:

linear approximiert durch 4 Punkte.

_1
1+z2

Punkte.

Abbildung 3.2:

linear approximiert durch das Maximum und wenige symmetrische
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3 Spline-Interpolation

Abbildung 3.3: —L

1422

linear approximiert durch 27 Punkte.

flz) =1 Jrlw2 nun durch die folgenden 27 symmetrisch liegenden Punkte approximiert.
z | fl=) z | f=) z | fl=) z | flz)
0 1 +0.5 0.8 +1.8 | 0.2358 +4 | 0.0625
+0.05 | 0.9975 +1 0.5 +2.15 | 0.1779 +5| 0.04
+0.1 | 0.9901 +1.3 | 0.3717 +2.5 | 0.1379
+0.2 | 0.9615 +1.5 | 0.3077 +3 0.1

Beispiel 11. Auch die Funktion ;log(z —1) ist, durch einen linearen Spline aus 16 Punk-
ten interpoliert, als logarithmische Funktion wiederzuerkennen(vgl. 3.4). Die zugehorige
Wertetabelle lautet:

z f(z) z | f(=) z | f(=) z | f(z)
1.0001 | -4.6052 1.05 | -1.4979 1.5 | -0.3466 3.5 | 0.4581
1.001 | -3.4539 1.1 | -1.1513 2 0 4 10.5493 .
1.005 | -2.6492 1.2 | -0.8047 2.5 | 0.2027 9 | 0.6931

1.01 | -2.3026 1.3 | -0.6020 3 | 0.3466 6 | 0.8047

Bemerkung 5. Lineare Splines sind

kannt.

auch unter dem Begriff  lineare Interpolation” be-
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1 2 3 4 5 6
Abbildung 3.4: Lineare Spline-Interpolation fiir 1log(z — 1)

3.2 Kubische Splines

Fiir kubische Splines folgen wir [12]. Gegeben seien wieder n+1 Punkte (z;,v;),
i=0,...,n, wobei g < 21 < +++ < ZTp_1 < Ty gelten muss. Das Intervall [z, z,] wird
nun in die Teilintervalle [z;, ;1] mit der Linge

hi = Tj41 — T; (32)

zerlegt. Fiir jedes dieser Intervalle wird ein Polynom 3. Grades berechnet, fiir das fol-
gender Ansatz gewihlt wird:

si(7) = ai(x — ) + bi(z — 1) + ci(x — ;) + d; (3.3)
Gesucht sind also die Koeflizienten a;, b;, ¢; und d;, die sich aus folgenden Uberlegungen
ableiten lassen: Der Funktionswert an der Stellen x; und z;; muss gleich y; beziehungs-

weilse y;11 sein:

Si(xi—l—l) = azhf’ + bzh? -+ Cz'hi -+ dz = Yi+1 (35)

Weiters sollen aber nicht nur der Funktionswert im Beriihrungspunkt der Polynome s;
und s;,1, sondern auch die erste und zweite Ableitung der sich beriihrenden Polynome
s; und ;41 iibereinstimmen. Wir verwenden im Weiteren folgende, in diesem Zusam-
menhang iibliche Schreibweise:
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3 Spline-Interpolation

Schreibweise 1.

yl = s (xy), i=0,1,...,n—1,
Y := Sp—1(Tn).

yr,i=0,1,...,n ist also die zweite Ableitung im Punkt z;.

Wird s; differenziert und an den Stellen z; und z;,, ausgewertet, so erhdlt man:

5i(r)=0+0+¢ (3.8)

si(zit1) = 3ashg + 2b;h; + ¢; = 8} 1 (Tit1) (3.9)
s;(x;) =0+ 2b; (3.10)

8i (Tiy1) = 6a;h; + 20, = s}, (Tit1)- (3.11)

Aus diesen Gleichungen lassen sich durch Einsetzen die Koeffizienten berechnen. Trivia-
lerweise ist wegen (3.4)

d; = ;. (3.12)
b; erhélt man aus (3.10).
bi =y /2. (3.13)
Setzt man (3.13) in (3.11) ein, so erhélt man

1
@i = g Wi = o). (3.14)

Schlieflich werden noch alle so berechneten Koeffizienten in (3.5) eingesetzt:

1 h;
¢i = 7 (Yiy1 — ¥i) — _Z(yz{,+1 +2y;). (3.15)

h; 6
Nachdem die Funktionswerte y;, ¢ =0,...,n gegeben sind, fehlen nur mehr die Werte
der zweiten Ableitungen y/, i=1,...,n—1. Hier verwenden wir die letzte der Interpo-

lationsbedingungen, ndmlich die Stetigkeit der ersten Ableitung. Laut Voraussetzung ist
8i(zit1) = yiy, und si, (zi41) = yi,,. Die in (3.13) bis (3.15) berechneten Koeffizienten
werden in (3.9) eingesetzt, sodass man

1 z

$i(Tip1) = — Wi — ¥i) +

- . 2y, +ui) (3.16)

34



3 Spline-Interpolation

erhdlt. Analog muss natiirlich auch fiir die Polynomfunktion s;_; gelten:

1 hi—1

si—1(zi) = s (Yi — yi1) + 6

(248 +is1)- (3.17)

Aus der Bedingung s} ,(z;) = y} = si(z;) folgt wegen (3.17), (3.8) und (3.15)

1 hi_ 1 hi
= yim) + 2y = 5 — ) — 5 W+ 2). (3.18)

Bringt man alles auf eine Seite, multipliziert mit 6 und ordnet nach y; ;, ¥ und ¥, ,,

so erhilt man

6
hic1yiy + 2(hic + ha)y) + hayiy, — h_(yi“ —y;) + (yi —¥i_1) =0 (3.19)

i hi—1

als Bedingung fiir die inneren Stiitzstellen z;, ¢ = 1,...,n — 1. Abgesehen von den
beiden Unbekannten y; und g/, muss fiir die Bestimmung der Unbekannten y! nun nur
mehr ein Gleichungssystem geltst werden.

Definition 3. Um das zu l6sende Gleichungssystem in Matrizenform schreiben zu kénnen,
definieren wir die ,,Splinematrix” S und die Vektoren 3" und h:

(2(ho + hy) hy \
hy 2(hy + hy) ho

B hy + hs) ks

S =
hn—3 2(hn—3 + hn—2) hn—2
K hn—2 2(hn—2 + hn—l) )

(3.20)

A ( w(e = v0) = (o —wo) —hovf

Yo h%(y3 —Y2) — ,?—l(y2 — Y1)
6 6
2 I B ps (U1~ ¥a) . (U3~ 92) (3.21)
yZ_Q hn6—_2(yn—1 - yn—2) - hn6_3 (yn—2 - yn—l)
\y;{—J \%(yn - yn—l) - hﬂ%(yn—l - yn—2) - hn—ly;:
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3 Spline-Interpolation

Damit lautet das Gleichungssystem:
S-y" =h. (3.22)

Schreibweise 2. Da die Matrix S und der Vektor A in dieser Gestalt unhandlich bezie-
hungsweise uniibersichtlich sind, méchte ich folgende 2 Schreibweisen einfiihren:

1.) h§_1 = hz + hi—l

3.23
2.) A=y — yin ( )
Somit sehen die Matrix S und der Vektor h folgendermafen aus:
2
hi  2h{ hy ( ’?_IAQ — ’?—OAl — hoyl
ATl D
ha 2]13 hs b u
S = b RAYR STAT
6 hn6_2 A"—61 T hp_g—n—2
"
hn—s 2/12:% hp_a Kh _lAn - hn—_zAn—l — hn_19,,
\ hoo 2h77L )
(3.24)

Die Matrix S hat wegen ihrer besonderen Gestalt maximalen Rang. Um dies zu
zeigen, bedarf es der folgenden Definition sowie des nachfolgenden Satzes.

Definition 4. Eine Matrix A heift diagonal dominant, falls der Betrag jedes Diagonal-
elementes gréber ist, als die Summe der restlichen Elemente in derselben Zeile, also falls

n
|aii|> Z |az~k|, 1=1,2,...,n. (325)

k=1

ki

Satz 4. Jede diagonal dominante Matriz hat mazimalen Rang.

Beweis. Gezeigt wird, dass nach einem Gauss-Eliminationsschritt die Matrix immer noch
diagonal dominant ist. @;; bezeichne das neue Element an der Stelle von a;; nach dem
ersten Schritt. Wir beginnen mit Element a;; und eliminieren die restlichen Elemente in
der ersten Spalte. Wegen

11 A1k 11 A1k

il Qi =10 Qi — S22k (3.26)
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3 Spline-Interpolation

gilt allgemein fiir die reduzierten Elemente

Qix, = Qi — ik, (3.27)
a1
Fiir die Diagonalelemente folgt daraus die Abschitzung
|C_lii| = |Qy — Girti Z |au| — Gir G ,k = 2, 3, ., n. (328)
a1
Fiir die Summe der Betrige der Nichtdiagonalelemente gilt
_ 101k il
Z |G| = Z Qi — Zu < Z |ax| + a_; Z |awk| =
k=2 k=2 k=2 k=2
k#i k#i k#i k#i
n a n
il
= Z lai| — |ag| + |-~ ‘ Z law| — |au] | < (3.29)
an —
k=1 k=2
k#i
a; a;101;
< |ai| — |ai| + 4 [lau] = |au| | = |au| — < |G-
ar ar

Damit ist gezeigt, dass die neue Matrix A wieder diagonal dominant ist und somit ist
der Satz bewiesen.

O

Aus diesem Satz folgt, dass das Gleichungssystem S - y” = h eindeutig lésbar ist,
wenn yg und y,, gegeben sind. Dieser Fall ist in der Praxis eher selten. Die verschiedenen
Moglichkeiten, mit diesem Problem umzugehen, werden im néichsten Abschnitt behan-
delt. Dann wird es sich als niitzlich erweisen, nicht nur die spezielle ,tridiagonale” Form
der Splinematrix sondern die allgemeine, diagonal dominante Form betrachtet zu haben.
Es wird sich ndmlich herausstellen, dass auch die im Folgenden auftretenden Matrizen
diagonal dominant sind.

3.2.1 Verschiedene Splinearten

Je nachdem wie man mit den noch unbekannten Werten y{ und g/ umgeht, lassen
sich verschiedene Arten von Splines ableiten:

e natiirliche Splines
e allgemeine Splines

e periodische Splines
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3 Spline-Interpolation

Splines mit vorgegebener erster Ableitung

Splines mit vorgegebener dritter Ableitung

Splines mit not-a-knot Randbedingung

Parabolische Splines

e Parametrische kubische Splines

Bemerkung 6. Im Folgenden wird mehrmals davon geredet, dass gewisse Werte ,be-
kannt” sind. In der Praxis heifst das natiirlich, dass nicht nur bekannte, sondern auch
»gut” abschitzbare Werte verwendet werden kénnen. Letztlich muss man immer noch
iiberpriifen, ob das Ergebnis ,,gefillt” oder nicht. Ist man nicht zufrieden, so ist eine an-
dere Interpolationsmethode zu wihlen, beziehungsweise, falls moglich, sind noch Werte
fiir die nicht gefilligen Bereiche zu erheben.

Natiirliche Splines

Diese Moglichkeit ist die einfachste, da yj und y;, gleich Null gesetzt werden und
nur mehr das Gleichungssystem mit den n — 1 Variablen y; gelost werden muss. Ausge-
gangen wird von der Annahme, dass die Kriimmung im Anfangs- und Endpunkt gleich
Null ist. Man stelle sich vor, eine biegsame Latte wird gezwungen, gewisse Punkte (die
Stiitzstellen) zu durchlaufen, wobei die Latte am Anfangs- und Endpunkt frei ist und
sie die innere Spannung minimiert, indem sie die geringste Kriimmung ,wihlt.” (Siehe
Abschnitt 3.2.2).

Allgemeine Splines

Sind die Werte yj und y;, bekannt beziehungsweise gut abschétzbar, so ist es na-
tiirlich moglich, diese Werte einzusetzen und das Gleichungssystem A -y = h 16sen.

Periodische Splines

Diese Mdglichkeit ist fiir den Fall zu wihlen, dass die zu interpolierende Funktion
periodisch mit der Periode 7 ist. Also gilt fiir diese Funktion f(z) = f(z + 7). Natiirlich
gelten nicht die gleichen Randbedingungen wie bei der allgemeinen Spline-Interpolation.
Einmal miissen Anfangs- und Endpunkt {ibereinstimmen:

f(zo) = f(zo+ 1) = f(zn) (3.30)

Anfangs- und Endpunkt der Periode miissen also gegeben sein. Aus yy = y,, folgt natiir-
lich Ay, = Y —Yn—1 = Yo—Yn_1 = Ay, was in den folgenden Gleichungen zu beachten ist.
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3 Spline-Interpolation

Zweitens sollen natiirlich wieder die ersten und zweiten Ableitungen der Polynome
8o und s,_; iibereinstimmen. Aus (3.19) folgt wegen der Periodizitét

6 6
hoyy +2(ho + h)y) + hiyy = —As — — Ay, (3.31)
hy ho
6 6
Py 1+ 2(hn_1 + ha)yg + hoyy = A1 — A,. (3.32)
hO hn—l
Daraus ergibt sich fiir das Gleichungssystem P -y = h,,
(21} ho )
hi 2k} hy
ha 2h% hs
P = ) ) ) (3.33)
hn—2 2]7/”:% h/n—l
\ ho ho1 2h271)
" 64, _ 64y
yl h1 ho
: s ,-
yi= o |, b= |5 -] (3.34)
" 6A 6A
yn h—Ol hn—ol

Da P diagonal dominant ist, kann das Gleichungssystem eindeutig gelést werden.

Splines mit vorgegebener erster Ableitung

Sind in den Randpunkten die ersten Ableitungen y; und y;, bekannt, so ldsst sich
das Gleichungssystem wieder eindeutig 16sen. Der anschauliche Vergleich dieser Methode
mit der Latte ist auch hier moglich. Man muss sich die Enden wieder in den Randpunkten
fixiert vorstellen und zwar so, dass eben genau die Steigungen yj, und y;, entstehen.

Differenziert man den Ansatz (3.3), so erhilt man

s0(To) = co = yp-
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Wegen (3.15) und (3.2.1) gilt ¢ = %(yl — y0) — 2 (y} + 2y) = y§ (3.15). Daraus folgt

3(y1 - yo)

1
— 3yl — =hoy. 3.3
ho Yo 9 oY1 ( 5)

hoy(l)l =

Analog gilt

y;; = 3;_1(5571) = 3an—1(hn—1)2 + 2bn—1hn—1 +Cp1 =
1 Yn — Yn-1

1
= gyz_1hn—1 + ghn—wx + Py

Daraus folgt

Yn — Yn—1 )

T~ (3.36)

1
Pn—1yp = 3(yp, — gyﬁ_lhn_l —

Wird (3.35) in Gleichung (3.19) fiir 4 = 1 und analog (3.36) ebenfalls in Gleichung (3.19)
aber diesmal fiir ¢ = n — 1 eingesetzt, so erhédlt man

Yo — U Y1 — Y%

3

(5ho +2h1)yl + by, = 6 -9 + 3o,
3 e I :

hn—2y;:_2 + (2hn—2 + _hn—l)y;:_l — gyn Yn—1 _ 6yn 1 Yn—2 _ 3y;1
2 h/n—l hn—?

Zu 16sen ist also das Gleichungssysstem
Sho+2h1 M ol 6%—126; 9%—;6 + 3yh
b 2h)  hy Yy T T hr
hioi 2R, v | = e
s T e Y2 i s
hn-z 2oz + §haot ) \yiny 9 — 6522 — 3y,
(3.38)

das wegen seiner diagonal dominanten Matrix eindeutig l6sbar ist.

Splines mit vorgegebener dritter Ableitung

Fiir den Fall, dass die dritten Ableitungen an den Réndern gegeben sind, ist der
Spline auch eindeutig lésbar. Sind die Randbedingungen s”(z¢) = y{’ und s"(z,) = y)
gegeben, so folgen aus (3.14), eingesetzt in die dritte Ableitung des Ansatzes (3.3), die
Ausdriicke
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3 Spline-Interpolation

" (z0) = st (z0) = vi! = 60 = (v} — vl)

z;:
1
" (@) = S (@) = Ui = Bamt = (4 = Y1)
Daraus ergeben sich die Gleichungen
Yo =y —ho¥s’s Yn=Yn-1t hn1¥n, (3.39)
die eingesetzt in (3.19) firi =1bzw. i =n —1
6(y2 — 6(y1 —
(3ho + 2h )yl + byl = W2 =81) L SWL=00) o
m fr (3.40)
6 n -~ Yn— 6 n—1 " In— .
hn—2y;:_2 + (2hn—2 + 3hn—1)y;:_1 = (y Y 1) - (y . Y 2) - (hn—1)2y;:,

hn—l hn—2

als erste bzw. letzte Gleichung ergeben. Zusammen mit den inneren Gleichungen fiir
Splines (3.19)

6
hicayi 1 4 2(hioy + ha)yi + hayl — E(yi—l—l — ;) +
7

firi=2,...,n—2.

ist diese Splineart nun eindeutig gegeben.

Splines mit not-a-knot Randbedingung

Diese Variante ist dann anzuwenden, wenn man ausser den Stiitzstellen keine wei-
tere Information besitzt. y{ und gy, sind also unbekannt und es gibt keinen Grund sie
gleich Null zu setzen. Weiters ist die Funktion nicht periodisch. In diesem Fall fehlen 2
Bedingungen, um das Gleichungssystem eindeutig zu l6sen.

Man kann sich aber damit behelfen, dass man nur eine Polynomfunktion iiber die
Intervalle [zg, 23] bzw. [x,_2, z,] aufstellt. Es gelte also

so(z) = s1(z) und s,_o(x) = sp_1(z). (3.42)

Als Knoten oder englisch knots bezeichnet man jene Stiitzstellen z;, an denen zwei Po-
lynome zusammenstofen. Der Name 'not-a-knot’ bezieht sich darauf, dass bei diesen
Splines nicht alle Stiitzstellen auch Knoten sind. Die Stiitzpunkte z; und z,_; sind
namlich keine Knoten, da diese Stellen eben nicht Randpunkte von zwei zusammen-
stofenden Polynomen sind, sondern im Inneren eines Polynoms liegen. Daher folgt aus
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dem gewéhlten Ansatz (3.3) ap = a; und ap—2 = an—;. Aus den Bedingungen fiir die
Koeffizienten (vgl. (3.14)) folgt

1 n AN 1 n n
6he (' — ) = oh (2 —w1),
n__ . hO " " 4
Yo=Y + h_l(?h - y2). (3- 3)
Analog gilt auch
A
?JZ = ?JZ—1 + h ;(yﬁ_l - ?JZ—2)- (3-44)

Nach (3.19) gilt

6 6
hoyg + 2(ho + h1)yy + hys = h_1(y2 —y) — h—o(y1 — Yo)-

Substituiert man (3.43), so erhélt man folgende linke Seite:

h
ho(y1 + h_(l)(yil —y5)) + 2(ho + ha)y] + hiyy =

h 2
= hoyi + (hol) (W) = y2) +2(ho + hi)y) + hayy =
h)? h)?
= oo+ L8 oy )+ g - B =
1 1
_ haho + (ho)® + 2hohy + 2(h1)2yn L ()= (ho)Qyn -
hi ! hi 2
hi+h hi+h
= (ho + 2h1)gy¥ + (i — ho)gyg-
hl hl
hy

Multipliziert man jetzt noch mit so heifit die umgeformte und vereinfachte Glei-

hi+ho’
chung

6(y2 - yl) _ 6h1(y1 - yo)

ho ++ 2 )" + (hy — ho)y!! = .
(o +2m)gr + (= holya = = = = = 3 =3

(3.45)

Durch eine analoge Umformung erhilt man

6hn—2(yn - yn—l) G(yn—l - yn—2)
ho—o — hn_1)y" 2hp—9+ hn_ )y, _, = — .
( 2 l)yn_2 * ( 2 l)yn ' (hn—l + hn—2)hn—1 (hn—l + hn—2)

(3.46)

Die inneren Gleichungen (vgl. 3.19) kénnen wieder iibernommen werden, sodass die-
ses Gleichungssystem eindeutig gegeben und wegen der diagonalen Dominanz eindeutig
16sbar ist.

6 6
hi—1yi_y + 2(hioy + hi)yi + hayi o — (Yir1 — v i —Yi-1) =0
iny 2oy Ry + by = (e — 0) + (0~ vim) (3.47)

firi=2,...,n—2.
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Parabolisch-kubische Splines

Ein andere Moglichkeit [6] fiir den Fall, dass keine weiteren Daten gegeben sind,
stellen parabolisch-kubische Splines dar. Man macht aus der Not eine Tugend und ver-
wendet an den Randstellen nicht kubische sondern parabolische Polynome. Dadurch
verringert sich die Anzahl der Unbekannten um 2. Das heift, dass die Splines eindeutig
gegeben sind. Der Ansatz fiir die Randpolynome lautet also

SO(IE) = bo(IE — 150)2 + CO(IE - xO) + d07

3.48
Sn—l(x) = bn—l(x - xn—1)2 + Cn—l(x - xn—l) + dn—l- ( )
Differenziert man die Ansatzpolynome der Rénder zwei mal, so erhélt man
s4(@) = 200 = of, 549
Sn1(2) = 2bn-1 = Y _1. '
Offensichtlich sind die zweiten Ableitungen konstant und daher gilt:
yo=vy; und Yy _ =yl (3.50)
Setzt man dies in (3.19) ein, erhélt man die beiden Gleichungen
6(y; — 6(ye —
(3ho + 2h )y} + iyl = (ylh w) _ (y2h ),
6(y 01 — Yn—2) 61(y ~ Yn—1) (351
hn—2y;:_2 + (2hn—2 + 3hn—1)y;:_1 = 2 2 - K B .
hn—2 hn—l
Zusammen mit den inneren Gleichungen
6
hi—1yi_y + 2(hioy + ha)y) + hayl sy — (Yirr — v i —Yi-1) =0
Wiq + 2(hicy + ha)y; + hiyilyy I (Yis1 —ui) + [ (i — Yi-1) (3.59)

firi=2,...,n—2

sind parabolisch-kubische Splines damit eindeutig gegeben. Auch diese Matrix ist dia-
gonal dominant; das Gleichungssystem ist also eindeutig 16sbar.

Parametrische kubische Splines

Parametrische kubische Splines [4] stellen einen Sonderfall dar, weil sie sich von
anderen Splines nicht dadurch unterscheiden, wie die Unbekannten yj und y;, behandelt
werden. Vielmehr setzen sie sich aus 2 gleichen Splinearten zusammen. Diese Méglichkeit
ist anzuwenden, wenn die gegebenen Punkte (z;,y;) nicht streng monoton geordnet sind
und eine explizite Darstellung der Form y = f(z) nicht moglich ist. Das ist zum Beispiel
bei geschlossenen Kurven oder Kurven mit Doppelpunkten der Fall.
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3 Spline-Interpolation

Die Koordinaten von z und y werden als Funktion eines Parameters ¢ € [a, b] auf-
gefasst, wobei das Parameterintervall [a,b] sowie der Parameterwert im Prinzip beliebig
gewdhlt werden kénnen:

z = xz(t), y=y(t). (3.53)

Eine mogliche Wahl des Parameters ist zum Beispiel die Linge der Sehne von einem
Stiitzpunkt zum néchsten:

=0, tp=1t+ \/($i+1 — 2)2 + (Yir1 — Ui)% (3.54)

Zu beachten ist, dass die Reihenfolge der Punkte beibehalten wird, da sich sonst der
Kurvenverlauf verdndert. Somit ist z; = z(t;) bzw. y; = y(;). Die Funktionen z(¢) und
y(t) kénnen nun in Form von Wertetabellen

tlto B oo a0 bl B

z|m T o T Yiw v o n

dargestellt werden. Beide Funktionen z(t) und y(¢) sind durch Splines zu interpolieren,

sodass das Ergebnis als
so={y )= () (3.55)

geschrieben werden kann.

Wahl der Splines

Bei gewiinschten geschlossenen und glatten Kurven sind periodische kubische Spli-
nes fiir s; und s, zu wéhlen. Soll bei einer geschlossenen Kurve im Anfangs- bzw. End-
punkt ein nicht differenzierbarer Punkt auftreten, so kénnen auch andere Splinearten
gewdhlt werden. Fiir nicht geschlossene Kurven sind natiirlich auch alle Splinearten
méglich. Bei der Wahl der einzelnen Arten sind die gleichen Uberlegungen anzustellen
wie bei nicht parametischen Splines.

Bemerkung 7. Theoretisch wére es natiirlich auch moglich die Funktionen z(t) und y(¢)
mittels Polynomfunktionen statt mit Splines zu interpolieren. Wegen der meist uner-
wiinschten ,Oszillation” wird dies aber in der Praxis nicht gemacht.
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3 Spline-Interpolation

3.2.2 Minimaleigenschaft der kubischen Splineinterpolierenden

Wir folgen dabei generell der Argumentation von [12]. Wie bereits erwéihnt, ldsst
sich ein kubischer Spline als biegsame Latte deuten, leider aber nur mit gewissen Abstri-
chen, was wir jetzt genauer betrachten wollen. [(x) beschreibe die Biegelinie der Latte,
die an den Stiitzstellen x; gelenkig gelagert ist und auf die dort keine duferen Krifte
einwirken. Die Biegeenergie der Latte ist durch

l”(:l:) 2
E=c (ﬁ) dz (3.56)
(1+1()?)?

a

gegeben, wobei ¢ eine von geometrischen und physikalischen Grofen abhingige Kon-
stante ist. Die Latte verformt sich so, dass die Biegeenergie E' minimal ist. Fiir kleine
Auslenkungen I'(z), fiir die I'* < 1 gilt, ist der Wert von E durch

b

Ezc/awmx (3.57)

a

anndherbar. Der nichste Satz zeigt, dass in diesem Fall die Energie £ minimal wird,
wenn die Latte die Form [(z) = s(z), also die Form bestimmter kubischer Splines, hat.

Die im folgenden Satz erwdhnte Bedingung (3.58) ist, wie in der nachfolgenden
Bemerkung 8 ausgefiihrt wird, fiir eine Reihe von Splines natiirlicherweise erfiillt.

Satz 5. Sei s(x) eine kubische Splinefunktion, die eine durch die Stitzpunkte (z;,y;)
gegebene Funktion f(x) an den Stitzstellen a = g < 21 < -+ ,x, = b interpoliert,
und l(z) eine beliebige in [a,b] zweimal stetig differenzierbare Funktion, die denselben
Interpolationsbedingungen wie s(x) genige, so dass

[s"(@)(I'(z) — &' ()]s, =0 (3.58)
Dann gilt
/wuwmz/wuwm, (3.59)

d.h. fiir die kubische Splinefunktion s(x) ist das Integral

b

/m@m% (3.60)

a

das bis auf eine Konstante dem angendherten Wert E entspricht, minimal, falls die
Bedingung (3.58) erfillt ist.
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3 Spline-Interpolation

Beweis. Da alle Funktionen in diesem Beweis Funktionen von z sind, wollen wir wegen
der besseren Ubersichtlichkeit statt s(z), I(z), s'(z), I'(z), s"(z), I"(z) und s"(z) nur s,
I, s, I', " 1" und s" schreiben.
Aus der trivialen Aussage [ = s+ (I — s) folgt I" = 5" + (I" — ") und somit

b b b

b
/ (I"2dz = / (s")?dx + 2 / s"(I" — "ydx + / (1" — §")3dz.

a a a

b
Wegen [ (I" — s")?dz > 0 ist die Behauptung (3.59) bewiesen, falls das mittlere Integral

a
verschwindet. Dies wird nun gezeigt. Mittels partieller Integration erhélt man
b b

/ S = §")da = [s"(I — )] — / S — §)dz. (3.61)

a =0 a
Dabei folgt [s”(I' — §')]2 = 0 wegen der Voraussetzung (3.58) des Satzes. Da s(z) eine
kubische Splinefunktion ist, ist s"

konstant. Somit gilt

:= s; eingeschrénkt auf das Intervall [z;, z;11) jeweils

b n—1 z;+1 n—1
/S’”(l’ _ S’)d:E _ Zsi / (ll _ s’)dIE = si[l — s]gzﬂ‘l =0, (3.62)
J i=0 =0

da fiir I(z;) = s(z;). Das Gleichheitszeichen in (3.59) gilt nur fiir I” = s".

Bemerkung 8. Die Bedingung (3.58) des obigen Satzes ist insbesondere erfiillt fiir

Fiir die anderen Splinearten ist diese Bedingung nicht erfiillt. Der Unterschied zwi-
schen den einzelnen Splinearten ist bei einer dem Problem entsprechend angepassten
Wahl der noch zu bestimmenden Variablen eher gering. Wihrend an den Réndern spe-
ziell durch Vorgabe bestimmter, stark differierender Werte die Unterschiede noch gréfser
sein kénnen, so wird der Unterschied im Inneren des Splines mehr und mehr vernach-
lassigbar gering. Hinzu kommt, dass speziell fiir eine grofere Anzahl an Stiitzstellen
unterschiedliche Randbedingungen auf die inneren Polynome immer weniger Auswir-
kung haben.
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3 Spline-Interpolation

1.2

Abbildung 3.5: Noch nicht iiberzeugende Spline-Interpolation durch 5 Stiitzstellen fiir

. . 1
die Funktion ; g

Bemerkung 9. Wichtig ist noch zu erwidhnen, dass im Gegensatz zu einem Interpola-
tionspolynom die Splinefunktion fiir wachsende Stiitzstellenanzahl n + 1 gegen die zu
interpolierende Funktion konvergiert. Ebenso konvergieren die ersten und zweiten Ab-
leitungen. Mit wachsender Knotenanzahl verringert sich also der Fehler [4]. Dies kann
im Allgemeinen nicht fiir Interpolationspolynome behauptet werden.

3.2.3 Beispiele und Bilder

Wie bei der Polynominterpolation untersuchen wir auch diesmal die Spline-Methode

anhand der Funktion f(z) = 7 +le. Die Ausgangswerte entsprechen denen aus Kapitel

3, Beispiel 3. Fiir 3 Punkte ist noch kein Unterschied zu merken; bei 5 Interpolations-

punkten (Abb. 3.5) kann man schon eindeutig eine Verbesserung erkennen; man ist aber
noch nicht zufrieden. Bereits bei 9 Punkten (ohne Abb.) kann man bereits mit der An-
ndherung zufrieden sein. Der Spline passt sich ohne unerwiinschtes Schwingen an die
Funktion f an. Original und Interpolationsfunktion sind in diesem Mafstab nur mehr
schwer zu trennen. Dies ist auch in Abbildung 3.6 der Fall, in der ein Spline durch die
folgenden 11 Punkte dargestellt ist.

v [fl@) = |f@)
0| 1 +3|
+1| 3 +4|
+2| 3 +5 | 55
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3 Spline-Interpolation

-5 0 5
Abbildung 3.6: Auch fiir gréfere Stiitzstellenanzahl ist die Spline-Interpolation geeignet.

An diesem Beispiel erkennt man, dass der Spline auch fiir mehr Interpolationspunkte
nicht zu oszillieren beginnt.

Beispiel 12. Exemplarisch soll an dieser Stelle die Splineberechnung fiir 5 Stiitzpunk-
te gezeigt werden: Ausgegangen wird von den Punkten (zo,%0) = (=3, 5), (z1,41) =
(=3, 15), (®2,52) = (0,1), (z3,y3) = (3, 55) und (24, ys) = (5, 55), die durch einen natiir-
lichen Spline interpoliert werden sollen. Die zweiten Ableitungen in den Randpunkten
sollen also gleich Null sein: yj = 0 und y; = 0. Aus der Angabe lassen sich die Abstédnde

zwischen den Punkten berechnen:
hhp=xz1—20=2, hh =20 —21=3, ho =23 — 22 =3, h3 = x4 — 23 = 3.

Gemiéfh (3.20) ergibt sich daher das Gleichungssystem
10 3 0 yi 5

3 12 3| - |w] =(-2],
0 3 10 yi 2l

dessen Losungsvektor

n __ 99
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3 Spline-Interpolation

lautet. Aus den Gleichungen (3.12) bis (3.15),

1
a; = G—hz(yélﬂ - yz”):

bi = y;l/27

1 h;
¢ = —Wir1 — i) — (Wi +2u)),
h; 6
di = Y,

lassen sich nun die Lésungen berechnen:

s0(#) = 1o+ 5 = 52w+ 5) + o,
51(8) = g (@4 3+ o (o8 + e (a4 3) + o,
so(x) = %x?’ — %:ﬁ +1,
53(0) = ~ g (= 3+ (& = 8 — (= 8) + 1
1.5
|
05¢t
|
-0.5
N
13, s 0 > 4

Abbildung 3.7: Periodische Spline-Interpolation von sin(2 cos(z)) mit gutem Ergebnis.

Beispiel 13. Abschliefend mdochte ich noch ein Beispiel fiir eine periodische Spline-
Interpolation zeigen. Die Funktion f(z) = sin(2 cos(z)) wird durch 15 dquidistante Stiitz-
stellen interpoliert. Der Grund fiir dquidistante Stiitzstellen liegt einzig und allein darin,
dass in diesem Fall die Splinelésung besser mit der Losung der Fourier-Methode (vgl.
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3 Spline-Interpolation

Kapitel 6) vergleichbar ist, da diese nur fiir dquidistante Stiitzstellen anwendbar ist.

z f(z) T f(z)

0 0.9093 +1.9635 | -0.6928
£0.3927 | 0.9619 £2.3562 | -0.9878
+0.7854 | 0.9878 £2.7489 | -0.9619
+1.1781 | 0.6928 £3.1416 | -0.9093
£1.5708 0

Auch in diesem Fall ist die Approximation so hervorragend, dass der Spline von
der eigentlichen Funktion in diesem Mafistab nicht zu unterscheiden ist. Die Funktion
ist zum Vergleich in Kapitel 7, Abbildung 7.4 gezeichnet.
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4 Bézier-Kurven

Bézier-Polynome sind Linearkombinationen von Bernstein-Polynomen. Diese spezi-
elle Darstellungsweise hat einige Vorteile. Die Kurve ist durch Punkte b; charakterisiert,
die sich anschaulich geometrisch deuten lassen und deren Verdnderung sich vor allem
in der Umgebung dieser Punkte auswirkt. Mit speziellen Programmen lassen sich somit
Kurven konstruieren, die durch Manipulation der Punkte b; verindert werden kénnen.
Im Gegensatz zu den Interpolationspolynomen und Splines sind sie also nachtriglich
noch verdnderbar, ohne dass die Stiitzstellen verdndert werden miissen.

Als Moglichkeiten der Interpolation bzw. Approximation werden Bézier-Polynome
und kubische Bézier-Splines, die wie Spline-Kurven segmentweise definiert sind, vorge-
stellt [12].

4.1 Bernstein-Polynome

Definition 5. Das i-te Bernstein-Polynom B()\) vom Grad n beziiglich des Intervalls
[0,1] ist definiert als

n

i(1 — A i =0,1,...,n.
Bh()) = <Z>)\(1 A" neNundi=0,1,...,n

(4.1)
0, sonst.

Abbildung 4.1 zeigt das Bild von B? fiir i = 0,...,3.

Bemerkung 10. Es ist iiblich, Bernstein-Polynome iiber dem Einheitsintervall [0,1] zu

verwenden. Da sich jedes Intervall [a,b] durch die Transformation A = &2 auf das

Einheitsintervall abbilden ldsst, ist dies keine Einschrinkung. Die Definition fiir ein
Bernstein-Polynom iiber dem Intervall [a, b] wére

]

BMt,a,b) == BT (2 - Z) -5 _1a)n (”) (t—a)i(b— )", (4.2)
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4 Bézier-Kurven

1
3
‘.BO
0.8 .
. 3
: B
0.6} 3
0.4} -~ AN
3 e
B L \\ B;
Vs \
0.21 yd : \
e
e \
_ - - \
0 _
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 4.1: Die Bernstein-Polynome B} ()) fiir A € [0,1], 1 =0,...,3.

Bemerkung 11. In der Folge wird der Parameter A immer fiir das Intervall [0, 1] und ¢
fiir ein beliebiges Intervall [a, b] verwendet.

Der niichste Satz gibt eine Ubersicht iiber wichtige Eigenschaften von Bernstein-
Polynomen.

Satz 6. Figenschaften der Bernstein-Polynome:

1. A =0 st i-fache Nullstelle von B}.
2. A=1 ist (n —i)-fache Nullstelle von B.
3. BM(A) = A", Bi(A)=(1-)\)", BY(\) =1
4. (L= XN)By =By, ABr= Bl

5. Br(X) > 0 fiir A € [0,1].

n

6. Y. BMYA) =1 fir A eR.

iz
7. B*(A)=Br_,(1-)), i=0,1,...,n (Symmetrie der Bernstein-Polynome).

8. BM(\) hat genau ein Mazimum in (0,1) und zwar bei A= %, i=1,...,n—1.

9. 2B =n[BI N - BN, i=0,...,n.
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4 Bézier-Kurven

10. Fiir Bernstein-Polynome gilt die Rekursionsformel
B (\) = ABi5 + (1= N B (\),
1=1,...,n

11. Die n+ 1 Bernstein-Polynome B} firi=0,1,...,n sind linear unabhingig.

Beweis. Die Aussagen 1 bis 5 ergeben sich direkt aus der Definition (4.1).

ad 6. Wegen des Binomischen Lehrsatzes gilt

1=<(1—/\)+/\>n:2n:<?> _ )N = ZB"

1=0

Bz_i<1—A>=( " )(1—(1—A>>"—<"—i1<1—A>"-i=B?<A>.

)

ad 8. Die erste Ableitung von B*(\) lautet

(]

a%B"(/\) = (") [—(n — i) (1= X)X (1 - /\)"—i/\i—l] =

= (”) (1= At [—(n — DA +i(1 — )\)] =

(]

- (”) (1 — NI (G — ).

i
Gesucht ist die Menge aller A € (0,1), fiir die gilt 2 3y D1 (A) = 0. Offensichtlich erfiillt nur
A = + diese Bedingung.

ad 9. Wir leiten das Bernstein-Polynom Bf*(A) ab und erhalten

a%B”()\) = —(n—1) (f) (1= \)Pi1xi 4 (Z ) X1 — A =

n (n —1)! n-(n—l)
ifln — 1 —4)! (¢ — 1) (n —9)!

=—n (”; 1) A(L=XN)"""+n (T:__ll) N a-A =
=n[Bi () - B T'(N)].

__u ] _ n—i—1
= z'(n—z))\(l A) + -

)\z 1( )\)n—z —

)\Z(l _ )\)n—i—l + )\z 1( )\)n—z —
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4 Bézier-Kurven

ad 10. Es gilt

(?—_11> * (nz_ 1) G —(le)!_(i)i T i!(T(Ln—_il—)!l)! - (?) ’

und somit folgt die Rekursionsformel

Br()) = (”) (1= AN = (?_‘f) (1= A" ix + (”Z_ 1) (1= A\)P=ix =

(]

— (7? - 1) (1= N)E=D=E=Di=1 4 (1)) (”Z_ 1) (1= )" =

1—1
= MBS (N) + (1= NBF (A,

ad 11. Um die lineare Unabhéngigkeit der n 4+ 1 Bernstein- Polynome zu zeigen, ist
nachzuweisen, dass aus

ZciBZ”()\) =0, c; e R, AeR,
i=0

¢; = 0 fiir alle 7 folgt. Setzen wir A = 1, so folgt aus der Definition, dass Bf*(1) = 0 fiir
i=0,...,n—1und B*(1) = 1. Somit gilt ¢,=—0. Nun muss aber auch fiir die Ableitung

an der Stelle 1 die Gleichung & >° ciBZ”()\)‘ = 0 gelten.
i=0 A=1

.0
=D ¢y B ()
IR BLE

n

0 — n

= . .. n —_— 0 —_— —_—
=0+ +cn_1<n_1>)\(1 A)(n—1-=2An).

£ 0 fiir A=1

A=1

Daher folgt ¢,_; = 0. Fiir die hheren Ableitungen argumentieren wir analog bis wir
c; =0 fiir alle 1 =0, ..., n erhalten.

4.2 Bézier-Polynome

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Bernstein-Polynome B[ folgt, dass sich Po-
lynome P vom Grad n eindeutig als

PO) = 365 (43)
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4 Bézier-Kurven

darstellen lassen. Ebene Kurven konnen somit durch die sogenannte Bézier-Darstellung

z(\) = (;”21&))) = 2:; (:;) Br()) = gbiBg(A) fiir A € [0, 1] (4.4)

beziehungsweise

o(t) = (‘”‘1“)> - 2:0: (:;) BI(t a,b) = Zz:;biBi"(t; ob) firtelab  (45)

T (t)

approximiert werden. Die Punkte b; nennt man Bézier-Punkte.

6

0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 4.2: Kubisches Bézier-Polynom mit den Bézier-Punkten b; und der zugehori-
gen linearen Hiille.

Eigenschaften der Bézier-Punkte

Bezier-Punkte lassen sich geometrisch einfach deuten. Verbindet man aufeinander-
folgende Punkte b; und b;, 1, so erhdlt man das Bézier-Polygon. Dies ist in Abbildung
4.2 anhand eines kubischen Bézier-Polynoms verdeutlicht.

Satz 7. Der Graph des Bézier-Polynoms verlauft innerhalb der konvexen Hiille der Bézier-
Punkte bzw. des Bézier-Polygons.

Beweis. Eine Menge M heifst konvex, wenn fiir alle u, v € M gilt, dass auch alle Punkte
ihrer Verbindungsstrecke Teil der Menge sind, also wenn

{I-pu+p|pel01} c M (4.6)

gilt.
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4 Bézier-Kurven

Eine konvexe Hiille ist gegeben durch

{U = iﬂiui

=0

meN, u; e M, u; >0, Z,uizl}. (4.7)

1=0

Ersetzt man nun p; durch B?()), das die Eigenschaften B*(A) > 0 und ) Bl'(u) =1
i=0
hat, so ist der Satz bewiesen.

O

Satz 8. Fiur die Randpunkte A = 0 und A\ = 1 einer Bézier-Kurve x(\) = > b;BI(A) gilt
i=0

IE( ) bo, IE(l) = by
£(0) = n(b1 — bo), (1) = n(bp — bn—1) (4.8)
(0) = n(n — 1)(bs — 2y + b), (1) =1 — 1)(by — 2by_1 + by_s).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen durch Einsetzen in die Definition. Die erste
Ableitung lautet nach Satz 5

= —nby By~ ( +nz (BRSH(A) = BP~H(A))] + nbu BRZ1 ().

Durch Auflésen des Summenzeichens und Umgruppieren erhélt man

i) =...= n<:bOBg—1(A) + 0By (A) =0 BT (M) + b BY N (A) =02 BYTH(A) +
(b1 -b0) B~ () (bo—b1) BT~ (3

Differenziert man i()\) ein zweites Mal und fasst analog alle Bl %()\) zusammen, so
erhilt man

")

IE()\) = TL(TL — 1) N (bi_|_2 — 2bi+1 -+ bZ)BZn_2()\)

i=

[=]

Der Satz ist durch Einsetzen von A = 0 bzw. A = 1 gezeigt.
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4 Bézier-Kurven

Abbildung 4.3: Kubische Bézier-Polynome mit unterschiedlichem b, .

Bemerkung 12. Im Folgenden schreiben wir & fiir die Ableitung der Kurve z, weil wir
spéter noch einen oberen Index einfiihren und '/ weniger iibersichtlich ist als 4.

Bézier-Polynome sind durch ihre Bézier-Punkte eindeutig gegeben. Im Gegensatz
zu Koeffizienten von Interpolationspolynomen haben sie aber eine geometrische Bedeu-
tung. Deshalb kann eine Bézier-Kurve durch Verdnderung eines Bézier-Punktes in einer
gewiinschten Art verdndert werden. Mochte man ein Interpolationspolynom durch Ver-
dnderung der Koeffizienten dazu bewegen, eine bestimmte Form anzunehmen, so liefe
sich dies nur durch die Methode ,Versuch und Irrtum” bewerkstelligen, was fiir héher-
gradige Polynome absolut aussichtslos ist.

Beispiel 14. Gehen wir von den Bézier-Punkten by = (1,2), by = (2.5,1), by = (4,2)
und b3 = (3,3.5) aus. Wie Abbildung 4.3 zeigt, bewirkt eine Verinderung eines Bézier-
Punktes, eine - mit etwas Erfahrung - vorhersehbare Verdnderung der Kurve. In unserem
Beispiel wird b; ,nach unten gezogen”. b} = (2.5,0), b = (2.5,—1) und b} = (2.5, -3)
stellen verschiedene Werte dar, die durch die Kurven p' bis p" realisiert sind. Die immer
kleiner werdenden Ordinaten-Werte des Bézier-Punktes b, schlagen sich anschaulich in
der Kurve nieder. Diese wird ebenso ,nach unten gezogen” - allerdings wie ein Gum-
miband - denn je mehr wir uns den anderen Bézier-Punkten nihern, desto weniger
ausgeprigt ist dieser Effekt.

Anfangs- und Endpunkt eines Bézier-Polynoms sind eindeutig bestimmt. Die ersten
Ableitung in den Randpunkten ist wegen Satz 8 auch sofort ersichtlich. Nach Satz 8 ist
die Richtung der erste Ableitung in den Randpunkten gleich der Verbindung der Punkte
by und b; bzw. b, und b,,_1, was sich optisch leicht umsetzen lisst. Das bedeutet, dass sich
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mit Hilfe eines Computerprogrammes die Moglichkeit eréffnet, zuerst die Bézier-Punkte
per Hand zu wihlen und anschliefend die Punkte solange zu verdndern, bis die Kurve
in der gewiinschten Form erscheint. Fiir eine schnelle Auswertung des Bézier-Polynoms
folgt der néichste Algorithmus.

Verfahren von de Cesteljau

Dieses Verfahren dient der Berechnung von z()\) fir A e [0,1] aus der Bézier-

Darstellung z(A) = > b;B(\) bei gegebenen Bézier-Punkten b;.
i=0

Satz 9. Definieren wir das Bézier-Polynom b, . (\) wie folgt

br. Zb By (4.9)

dann gilt an der Stelle X fiir das Bézier-Polynom b, () die Rekursionsformel
br,...,s()\) = (1 - )\)br,...,s—l()\) + )\br—l—l,...,s()\)- (410)

Beweis. Durch Einsetzen der Definition (4.9) in die Rekursionsformel (4.10) erhélt man
die Gleichung

zs:biBf_‘f()\) Zb BT ) + A Z b BT () (4.11)

i=r+1

die nun zu beweisen ist. Wegen Eigenschaft 4 von Satz 6 gilt,

fiiri =r: BsT(A) = (1= X)B5 (),
fiir i = s : B:TT(A) = ABSZIZH (M),

und wegen Eigenschaft 10 von Satz 6 folgt
firie=r+k k=1,...,8s—7—1:
Bir = (1= NBII Y ) + ABIIT ().

i—r—1

Damit ist (4.11) gezeigt.

Bemerkung 13. Aus der Definition der b, ., folgt
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Aus diesem Satz folgt die Berechnung des Wertes z(\) nach folgendem Schema:

b, bO,I(A)
by b1,2()\) b0,1,2()\)
bs b2,3()\) b1,2,3()\) bo,1,2,3()\)

bn bn—l,n()\) bn—2,n—1,n()\) te bO,...,n()\) = IE()\)

Da wir ein gegebenes Bézier-Polynom an der ebenfalls gegebenen Stelle A\ auswerten
wollen, sind die Bézier-Punkte b;, © = 0,...,n und somit die erste Spalte dieses Schemas
gegeben. Die Elemente der zweiten Spalte lassen sich mit Hilfe des vorhergehenden Satzes
berechnen: by ; = (1—-A)bo+Aby , by 2 = (1—A)by+Absy, . ... Auf die gleiche Art berechnet
man die restlichen Spalten, bis man bei by ., angelangt ist. Dieser Wert entspricht dem
gesuchten Wert ().

Beispiel und Bild

Fiir Funktionen, die iiber einem Definitionsbereich nicht zu ,unruhig” sind, stel-
len Bézier-Polynome eine gute Moglichkeit der Approximation dar. ,Unruhig” bedeutet
dabei, dass nicht viele Extremwerte oder Wendepunkte auftreten. Dann ist es, wie das
nichste Beispiel zeigt, auch ohne langes ,Herumprobieren” mdéglich, ein interpolieren-
des Bézier-Polynom zu erhalten, sofern man sich geeignete Bedingungen fiir die Bézier-
Punkte iiberlegt.

Beispiel 15. Es soll der Viertelkreis mit Radius » = 1 durch ein kubisches Bézier-
Polynom interpoliert werden. Der Anfangspunkt ist (0,1) und der Endpunkte (1,0).
Damit sind die beiden Bézier-Punkte by = (0,1) und b3 = (1,0) bereits gegeben. Ei-
ne sinnvolle Bedingung wire, dass auch die Tangenten der Bézier-Kurve mit der des
Kreises iibereinstimmen. b; und by sollen also auf der Tangente der Kurve im Punkt b
bzw. bs liegen. Wenn nun die Tangenten in by und b3 des Viertelkreises den Tangenten
der Bézier-Kurve entsprechen sollen, so sind diese wegen der Symmetrie bis auf einen
Parameter & gegeben: by = (£,1) und by = (1,£). Somit lautet der Ansatz fiir unser
Bézier-Polynom

x()\):gbiB?: (01>(1—)\)3+3<§1>)\(1—)\)2+3<1§>)\2(1—)\)+(f))\?’.

(4.12)
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4 Bézier-Kurven

€ ldsst sich zum Beispiel bestimmen, indem wir fordern, dass der Punkt z(0.5) auf dem

Kreis liegt.
0.53 0.5%¢ 0.5 0
= 3 3
) ( 0 ) i (0-53> i (0.53s> i (0-53>

2(0.5) = (COS(E
4
= £=0.5523

)
)

sin(

Die so gewonnene Kurve stellt eine gute Nidherung des Viertelkreises dar. In Figur 4.4
ist die Bézier-Kurve dem Kreis (gestrichelte Kurve mit Radius 0.9) gegeniibergestellt.

0 02 04 06 08 1 1.2

Abbildung 4.4: Bézier-Polynomapproximation fiir den Viertelkreis.

Bemerkung 14. Wie bereits erwahnt, stellen Bézier-Polynome eine Mdéglichkeit der Ap-
proximation dar. Man definiert by :=Anfangspunkt und b, :=Endpunkt und bestimmt
durch Vorgeben (und spéteres Verdndern) der Punkte b;,i =1,...,n—1 den Verlauf der
Kurve, wobei der Grad n nach Belieben gew#ihlt werden kann, je nachdem ob man mehr
oder weniger Punkte zum Verindern der Funktion haben méchte. Dies ist aber sehr um-
stdndlich. Deshalb werden in der Praxis fiir eine grofe Anzahl von Interpolationsstellen
Bézier-Splines verwendet. Wie bei den kubischen Polynom-Splines in Kapitel 3 wird der
Definitionsbereich in Segmente zerlegt, fiir die jeweils Bézier-Polynome berechnet wer-
den, wobei an den Anschlussstellen wieder bestimmte Bedingungen zu erfiillen sind, die
dann den Bézier-Spline definieren.

4.3 Bézier-Splines

Wie bei den Splines erscheint es vorteilhaft, das Intervall in Segmente zu unter-
teilen und fiir jedes Intervall ein Bézier-Polynom zu berechnen. Daher nennen wir diese
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4 Bézier-Kurven

Kurven Bézier-Splines. An den Schnittstellen wollen wir wieder bestimmte Bedingungen
verlangen, um Stetigkeit und zweimalige stetige Differenzierbarkeit zu erreichen. In der
Praxis haben sich kubische Bézier-Polynome bewihrt. Diese werden hier erklért.

Gegeben seien m + 1 Stiitzpunkte (z;,y;), die durch einen kubischen Bézier-Spline
interpoliert werden sollen. Das heifit, dass wir m Bézier-Polynome bendétigen, wobei der
Ansatz des j-ten

:vj()\)zib{Bf’()\), i=1,...,m (4.13)

lautet.

Bemerkung 15. Wir verwenden hier den Index oben, um eine Verwechslung mit der x-
oder y-Koordinate zu vermeiden.

Wegen der Interpolationsbedingung muss

(o, yo) = by und (4.14)
(zj,y;) = 0} firallej=1,...,m '

gelten.
Die Stetigkeit des Bézier-Splines ist erfiillt, wenn fiir alle j =1,...,m — 1 gilt

bl = by, (4.15)

Soll nun der Bézier-Spline einmal stetig differenzierbar sein, so muss nach Satz 8 fiir alle
j=1,...,m—1 gelten, dass

(1) = 3(6} — b) = 47*1(0) = 36" - B ), (4.16)
=~
=bg
woraus folgt, dass
2, = b + 1) (4.17)

gelten muss. Geometrisch interpretiert heisst diese Bedingung nichts anderes, als dass b}
die Strecke b{“bg halbiert.

Soll dariiber hinaus auch noch die zweite Ableitung in den Verbindungsstellen stetig
sein, so muss wieder nach Satz 8 gelten

i (1) = &7+ (0)

. . . . . . 4.18
(4 — 20 + b) = 66" — 26 + 1), (418)
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L N W 01O N

o

Abbildung 4.5: Geometrische Deutung der Anschlussbedingungen.

was sich mit Hilfe des Hilfspunktes d’ zu
o — b =t — Bt = (4.19)

umformen lift. Die geometrische Deutung zeigt anschaulich, dass b% bzw. b{“ der Hal-
bierungpunkt der Strecke &/ di bzw. b} dJ ist. Die Abbildung 4.5 liefert dazu die Skizze,
in der durch '1:1’ das Teilungsverhéltnis der jeweiligen Strecken angedeutet ist.

Aus (4.19) folgen die Bedingungen
o0 =4ab, — 27, 20 =4 — 2T,

& = 2 — b, = ot _ pitt, (4.20)
Werden die iibereinanderstehenden Gleichungen jeweils addiert, so erhélt man
o + =30, 2+ =300, (4.21)
fiir die wegen (4.17) fir j=1,...,m—1
#7444+ T = 6b) (4.22)
gilt. Aus (4.21) folgen die Bedingungen
2d° + d* = 3b}, (493)

d™ ! 4 2d™ = 3b3.
Somit ist das zu 16sende Gleichungssystem gegeben durch
2d° + d' = 3b;
dAd + =60, fir j=1,...,m—1 (4.24)
d™ ! 4+ 2d™ = 3bi.
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4 Bézier-Kurven

Analog zu den Polynom-Splines sind wieder 2 Bedingungen zu wenig, um das
Gleichungssystem zu lésen, da b} und b5 nicht gegeben sind. Je nachdem wie man damit
umgeht, gibt es wieder verschiedene Arten von Bézier-Splines.

Bemerkung 16. Offensichtlich ist das Gleichungssystem eindeutig losbar, da die zugehd-
rige Matrix diagonal dominant ist und somit maximalen Rang besitzt (vgl. Kapitel 3
Splines, Definition 4 und Satz 4).

4.3.1 Arten von Bézier-Splines
Vorgegebene 1. Randableitungen

Gibt man sich die Ableitungen in den Punkten (zg, yo) und (2, ym) vor, so erhélt
man wegen Satz 8 £'(0) = 3(b] — by) und £™(1) = 3(b%* — b7"). Dadurch lassen sich bj
und b5 berechnen und in das Gleichungssystem (4.24) einsetzen.

Natiirliche kubische Bézier-Splines

Soll die zweite Ableitung in den Randpunkten gleich Null sein, so ist d® = b} und
d™ = b zu wihlen, denn wegen (4.17) gilt d° = 2b; — b} und nach Satz 8 folgt dann

i'(0) = 3 - 2(by — 2b; + by) = 6(d” — 2b; + by) = 0. (4.25)
N—

—do
Analog gilt genauso
£™(1) = 3-2(b5 — 203" 4+ b*) = 6(d™ — 203" 4+ ") = 0. (4.26)
~—

=dm

Periodische Bézier-Splines
Die Bedingungen
£H(0) = 2™(1), #'(0) =&™(1), #'(0)=3F"(1) (4.27)

definieren einen periodischen Bézier-Spline.

Periodische Spline sind auch im Anfangs- bzw. Endpunkte by = b5 2 mal stetig
differenzierbar ist. Daher gelten auch in diesem Punkt die selben Gleichungen (4.22) wie
bisher nur fiir die inneren. Das Gleichungssystem lautet deshalb
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(41 ANEATNE A
1 4 1 d b
1 4 1 d? b2
. . [ =61 (4.28)
1 4 1 dm—2 g2
1 4 )

\ )

Offensichtlich gilt d® = d™ und b§ = b%".

4.3.2 Beispiel und Bild

Abbildung 4.6: Ein 2 mal stetig differenzierbarer Bézier-Spline.

Beispiel 16. Wir wollen die Moglichkeit, geschlossene Kurven zu interpolieren, ausniit-
zen und approximieren eine Kurve, die durch die Punkte (1,—4),(0,0), (1,2), (2,0) und
(1,—4) gegeben ist. Im Anfangs- bzw. Endpunkt geben wir uns die Ableitungen bzw.
die Punkte b} = (%3) und b3 = (13) vor, was wegen Satz 8 quasi dem Vorgeben der
Ableitungen in den Anfangs- und Endpunkten entspricht. So erhalten wir einen Bézier-
Spline, der an allen anderen Knoten als in (1, —4) 2 mal stetig differenzierbar ist.
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Zur Berechnung gehen wir wie folgt vor: Aus den Bedingungen (4.24) erhalten wir
das Gleichungssystem

2 1 d° 3b1

1 41 d! 6b3
1 41 a2 = |60 |,

1 41 d? 6b3

1 2 d? 303

in das wir nun die 3 gegebenen und die 2 selbst gewihlten Bézier-Punkte einsetzen
kénnen. Wir erhalten also 2 Gleichungssysteme, jeweils eines fiir die x-Koordinate und
eines fiir die y-Koordinate. Um nicht durch noch mehr numerische Indizes die Rechnung
unnotig kompliziert zu machen, schreiben wir die Koordinaten des Vektors wie folgt:
& = (Z% ) Die durch Einsetzen erhaltenen Gleichungsysteme lauten

2 1 d? 1.5 2 1 ds —6
141 d, 0 141 d, 0
141 2l=11], 141 2 l=1 2
14 1]|d 2 14 1] |d 0

1 2 di 4.5 1 2 d, —6

Daraus ergeben sich fiir die Hilfspunkte d’ die Werte

()o@ 0) e ()2 (4).

Mittels der beiden in (4.21) gegebenen Formeln 2d7 + d/~! = 30}, und 247 + di+! = 36/
lassen sich die gesuchten Beézier-Punkte berechnen:
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5 Methode der kleinsten Quadrate

Wir gehen diesmal von n gegebenen Punkten (z;,y;), ¢ = 1,...,n aus, die eine
Funktion f beschreiben sollen. Des weiteren soll die Beziehung zwischen den z- und
y-Werten bis auf noch zu bestimmende Parameter py, ..., p, bekannt sein. Die Ansatz-
funktion soll von der Form f(z) = pp©m(2) +Pm_1Pm-1(2)+- - -+p22(x)+p11(x) sein,
wobei die Funktionen ¢y, ..., ¢, linear unabhingig sein miissen. Im Folgenden gehen
wir von der Annahme ¢ (z) = zF~! aus. Diese unorthodoxe Schreibweise eines Poly-
noms, bei der der Index der Koeflizienten nicht mit dem der Potenzen iibereinstimmt,
wurde deshalb gewéhlt, um die spiter folgende Matrizenschreibweise zu vereinfachen.
Genausogut hétte man einen iiblichen Polynomansatz verwenden kénnen; dafiir wiren

dann aber die Indizes unangenehmer umzuformen gewesen.

Zum Unterschied zur Polynominterpolation sei die Zahl der gegebenen Punkte n
aber grofer als der Grad m—1 des Polynoms. Geht man realistischerweise davon aus, dass
die gegebenen Punkte mit kleinen Fehlern behaftet sind, so ist das Gleichungssystem,
das durch Einsetzen der Punkte in die Ansatzfunktion entsteht, nicht l6sbar. Die Idee ist
nun, dass die Parameter abgeschiitzt werden sollen, so dass der Fehler mdéglichst gering
ist. Diese Aufgabe ist auch unter dem Namen polynomialer Ausgleich bekannt.

Die dargestellte Situation ist nicht nur theoretischer Natur. In vielen Wissenschaf-
ten wie zum Beispiel Physik und Biologie werden Naturgesetze oder Modelle beschrieben,
deren Parameter noch bestimmt werden miissen. Bei der rationalen Polynominterpolati-
on (Kapitel 1) gibt es keine von vornherein bestimmte Ansatzfunktion und nicht fiir jeden
Ansatz eine Losung des Interpolationsproblems. Die Methode der kleinsten Quadrate,
die hier vorgestellt wird, hat dagegen den Vorteil, dass immer eine Losung existiert. Je
nachdem, ob die Daten wirklich dem Modell entsprechen, ist die Approximation besser
oder schlechter.

Die Zahl der Punkte n sollte (vgl. 5.1) grofer sein als die Zahl der zu bestimmenden
Parameter m. Ganz allgemein gilt dabei, je grofer n desto genauer die Approximation,
da statistische Ausreisser nicht so ins Gewicht fallen. Dariiber hinaus besteht entweder
die Méglichkeit, dass durch theoretische Uberlegungen fragliche Punkte entweder ganz
ausgeschlossen werden, oder zumindest nicht so stark gewichtet werden wie die restlichen.
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5 Methode der kleinsten QQuadrate

Andererseits ist es aber auch moglich, dass die gesuchte Funktion Punkte, die zum
Beispiel laut Theorie vorgegeben sind, nicht nur anndherungsweise sondern sogar genau
durchlduft. Schliefllich sei noch eine Mdoglichkeit gezeigt, wie fiir einige Funktionen mit
nichtpolynomialem Ansatz der Fehler minimiert werden kann.

5.1 Beschreibung der Methode

Nach [12]| seien n Punkte (z;,y;) ¢ = 1,...,n gegeben, die in die Ansatzfunktion
mit m Parametern py,...,p,, eingesetzt werden, so erhalten wir die n Gleichungen

p1+Tipr+ o+ 2 o =y,

:Eglh + :E%Zb + - :Egn_lpm = Yo, (5 1)

20pr + s+ -+ T = Y

Diese Gleichungen wollen wir in Hinblick auf eine Matrizenschreibweise in das folgende
Gleichungssystem umschreiben:

ap + aioPe + ¢+ + QmPm = Y1,

Q2101 + Q22P2 + * + * + Aoy Pm = Y2,
(5.2)

On1P1 + QpoPa + * ++ + QP = Yn,

wobei die Werte 7' durch a;; € R ersetzt worden sind. Somit sind nur mehr die Para-
meterwerte p;, ¢ = 1,...,m unbekannt.

Sind gleich viele Parameter wie Punkte gegeben, ist also n = m, so ist kein Ausgleich
notwendig, da das Gleichungssystem eindeutig l6sbar ist.

Sind weniger Punkte als Parameter gegeben, ist also n < m, so kann man k£ := m—n
Parameter frei wihlen. Fiir beliebige k¥ Parameter kénnen nun im Prinzip beliebige Werte
eingesetzt werden. Das restliche Gleichungssystem mit m — k = n Unbekannten und n
Gleichungen ist wieder ohne Ausgleich eindeutig l6sbar.

Der dritte und letzte Fall, dass ndmlich mehr Punkte als Parameter gegeben sind,
also m < n, ist der, mit dem wir uns in diesem Kapitel beschéftigen wollen. Hier existiert
ndmlich im Allgemeinen keine Losung des Gleichungssystems (5.2). Dies ist zum Beispiel
die Norm fiir Daten, die aus Messreihen stammen und in der Regel mit Fehlern behaftet
sind. Die Idee ist nun Parameter zu finden, so dass zumindest der Fehler r; := y; —
(anp1 + aiope + - + - + GimPm) moglichst klein ist. Die folgende Definition erleichtert die
Schreibweise.
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Definition 6.
ri =y — (aap1 + GgP2 + +++ + QimPm)- (5.3)
Die Werte r; heissen Residuen.

Die Methode der kleinsten Quadrate besagt nun, dass die Summe der Quadrate
der einzelnen Residuen moglichst gering werden sollen. Es soll also

S(p1,p2,-->Pm) =1L+ T+ R =Y 1] = min! (5.4)
i=1
gelten. Die Minimalbedingungen dafiir lauten
a—S(p17p27 s 7pm) = 07
1

5 y M2y sy MM :07
7 (P1, P2, - - - Pm) (5.5)

0
%S(P17P27 .- -:pm) = 0.

Nun muss nur noch das Gleichungssystem (5.5) gelost werden, um die angendherten
Parameter pi,pa,...,Pm zu erhalten. Dabei gibt S(p1,po,...,pm) = 72 + 712 + -+ +
r2 einen Wert fiir die Abweichung der Daten von der berechneten Funktion an. Fiir
eine weitere Analyse muss aber auf die Regressionsanalyse der angewandten Statistik
verwiesen werden.

5.2 Berechnung in Matrizenschreibweise

Das Gleichungssystem (5.2) lisst sich einfach in eine Matrixgleichung umformen.
Seien y und p die Spaltenvektorn y = (y1,¥2,.--,¥n)’ und p = (p1,p2,---,Pm)’ und A
die n x m-Matrix mit den Elementen a;; , so gilt

Ap ~ y. (5.6)
Mit dem Residuenspaltenvektor r = (ry,...,7,)7 gilt
r=y— Ap. (5.7)

Fiir die Summe der Quadrate der Fehler gilt

S(p) = S(p1,p2, -y pm) =18+ 15+ 1o =|r|P=r"r=(y— Ap)" (y — Ap) =
=" —p"AT)(y— Ap) = yTy—yTAp—p" ATy + p"AT Ap
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und da y” Ap ein Skalar ist, gilt weiter
=yTy — 2pT ATy + pT AT Ap. (5.8)

Null ist eine untere Schranke von S(p), da ein negativer Fehler nicht zugelassen
wird. Andererseits ist die Funktion nach oben nicht beschréankt. Der Fehler kann ndmlich
beliebig gro® werden. Aus der Definition ist ersichtlich, dass nur ein Extremum, ndmlich
ein Minimum existiert. Um dieses eindeutige Minimum zu berechnen, setzen wir die
jeweiligen Ableitung gleich Null, sodass gilt

0 .
a—piS(p)—O, 1=1,...,m. (5.9)

Daraus folgt
2AT Ap — 24Ty = 0. (5.10)
Somit ldsst sich der Parametervektor
p=(ATA)'ATy (5.11)

berechnen.

Bemerkung 17. Was noch fehlt ist der Beweis, dass (AT A)~! iiberhaupt existiert. Dies
méchte ich in der folgenden Uberlegung noch nachholen:

Wir kénnen davon ausgehen, dass die Matrix A maximalen Rang, ndmlich Rg(A) =
m, hat, da die Funktionen 2°, ..., 2™ ! bzw. im allgemeinen Fall die Funktionen ¢!, ..., ¢™
linear unabhiingig sind. Zu zeigen ist nun Rg(ATA) = m. Da die Matrix AT A symme-
trisch ist, miissen wir noch beweisen, dass sie auch positiv definit ist, denn dann ist auch
gezeigt, dass ihr Rang gleich m ist. Eine Matrix C' ist genau dann positiv definit, wenn

2TCz > 0, fiir z e R™/{0}

gilt und z7Cz = 0 nur fiir z = 0 folgt. Nun gilt aber

a’a = 0 ist aber nur fiir @ = 0 erfiillt. Daraus folgt z = 0, weil die Spaltenvektoren von A

linear unabhéngig sind. Somit gilt 2T AT Az = 0 nur fiir z = 0. Das heikt Rg(ATA) =m
und somit ist AT A invertierbar.
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5.3 Gewichtete Methode der kleinsten Quadrate

Wir gehen von einem Ausgleichsproblem aus, das durch
r=y— Ap (5.12)

gegeben ist. Man kann nun die einzelnen Residuen r; mit Gewichten w; > 0 werten. Die
zu minimierende Funktion lautet dann

Sw(p) == Z wiry = rTWr (5.13)
i=1

mit der Diagonalmatrix der Gewichte

wn
Wo 0
W= : (5.14)
0 Wn—1
W,

Somit ergibt sich fiir die zu minimierende Funktion durch analoge Rechnung
Sw(p) =r"Wr=y"Wy— 20" ATWy + p" ATW Ap (5.15)
und fiir das zu 16sende Gleichungssystem
ATW Ap = ATWy, (5.16)
woraus sich der Parametervektor p durch
p=(ATWA)TATWy (5.17)

berechnen lisst.

Bemerkung 18. Offensichtlich ist die Methode der kleinsten Quadrate ein Spezialfall der
gewichteten Methode fiir w; = wy = - - - = w,,. Weiters gilt, je gréfer w; im Vergleich zu
den restlichen Gewichten, desto mehr Gewicht hat dieser Punkt und desto kleiner muss
r; werden. Die Idee ist also, zweifelhafte Punkte mit Gewichten kleiner 1, ,normale”
Punkte mit Gewichten gleich 1 und ziemlich sichere Punkte mit Gewichten grofer 1
zu bewerten. Die Gewichtung liegt im Ermessen des Anwenders. Ein Grund fiir eine
Gewichtung eines Punktes ist zum Beispiel dann gegeben, wenn bei Wiederholung der
Messung fiir den Wert z; genau derselbe Wert y; wieder auftritt.
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Abbildung 5.1: Interpolation der beiden Nullstellen und Approximation der restlichen
Stiitzstellen mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate.

5.4 Interpolative Approximation mittels der Methode der
kleinsten Quadrate

Wir gehen von folgender leicht gedinderter Situation aus: Gegeben sind n—+k Punkte,
die durch eine Funktion mit m + k& Parametern approximiert werden sollen. Fiir die
Punkte (z;,v;), ¢ = n+1,...,n + k gilt, dass sie mit der gesuchten Funktion genau
inzidieren sollen, wihrend die restlichen Punkte (z;,y;), j = 1,...,n nach der bereits
bekannten Methode der kleinsten Quadrate anzun#hern sind.

Die Idee besteht darin, die Punkte (z;,;), ¢ = n—+1,...,n+k in die Ansatzfunktion
einzusetzen, die Parameterwerte durch andere auszudriicken und diese zu substituieren.
Durch die k£ gegebenen Punkte erhilt man k Gleichungen, die in die Ansatzfunktion
eingesetzt werden, so dass k Parameter eliminiert werden. Dadurch hat sich nun die
Zahl der Parameter von m + k auf m reduziert. Mit der neuen Ansatzfunktion werden
wie bereits beschrieben die Parameter py, ..., p, ausgerechnet. Die restlichen Parame-
ter Pmit,---,Pmar konnen nun durch die anfangs aufgestellten Gleichungen berechnet
werden. Ich moéchte die Methode anhand des folgenden Beispiels verdeutlichen.

Beispiel 17. Es seien die Punkte (0,0), (0.5,1.95), (1,2.15), (1.5,1.3), (2,0.35), (2.45,0)
und (3,0.95) gegeben, die durch ein kubisches Polynom zu approximieren sind, aller-
dings mit der Zusatzaufgabe, dass die Approximationsfunktion genau die selben beiden
Nullstellen besitzen soll. Aus dem Punkt (0, 0) folgt eindeutig fiir unsere Ansatzfunktion
P(z) = p4x® + p3x? + px + py, dass p; = 0. Setzt man den zweiten Punkt (2.45,0) in
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den Ansatz ein, so erhilt man
p2 = —ps2.45% — p32.45, (5.18)

was eingesetzt in die neue Ansatzfunktion

P(z) = (2° — 2.45%2)ps + (2 — 2.45%2)ps (5.19)

ergibt. Diese Funktion ist nun nach dem beschriebenen Schema zu approximieren. Wir
berechnen das zu minimierende Gleichungssystem A - p = y, das lautet:

_9.8763 —0.9750 1.95
—5.0025 —1.4500 9.15
—5.6288 —1.4250 <p4>= 1.30 | . (5.20)
—4.0050 —0.9000 | \P* 0.35
8.9925  1.6500 0.95

Die beiden exakt zu durchlaufenden Nullstellen gehen in dieses Gleichungssystem nicht
mehr ein. Wegen (5.17) ergeben sich die Werte ps = 1.0267 und p; = —5.0038 aus der
Gleichung p = (AT A)~tATy. p, ldsst sich nach (5.18) durch py = —p42.45% — p32.45 =
6.0965 berechnen. Somit lautet das kubische Approximationspolynom

P(z) = 1.0267z* — 5.0038%° + 6.0965z.

Das Ergebnis ist in Abbildung 5.1 zu sehen. Die berechnete Funktion interpoliert die
Nullstellen und approximiert die restlichen.

Zum Vergleich ist hier auch die Approximationsfunktion, die alle Punkte nach der
Methode der kleinsten Quadrate approximiert, eingezeichnet (punktiert). Diese gibt fiir
die zweite Nullstelle einen zu kleinen Wert an. Als Grundlage der Funktion f wurde
das Polynom 2 — 2v/622 + 6z verwendet, dessen Funktionswerte abgesehen von den
Nullstellen geringfiigig nach oben oder unten verdndert wurden. Um die Rechnung nicht
durch lange Zahlen unnétig uniibersichtlich werden zu lassen, wurde die zweite Nullstelle
auf 2 Dezimalstellen gerundet.

5.5 Allgemeinere Ansatzfunktionen

Die Methode der kleinsten Quadrate wurde bisher nur fiir polynomiale Ansatz-
funktionen beschrieben. Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ist sie aber fiir alle
Funktionen ¢y, ..., ¢y, die linear unabhéngig sind, anwendbar. An dieser Stelle soll
noch auf die Méglichkeit der Variablentransformation aufmerksam gemacht werden, die
allgemeine Ansatzfunktion wieder auf die spezielle polynomiale Form bringt und dann
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5 Methode der kleinsten QQuadrate

mit obigen Verfahren 16sbar ist. Méchten wir zum Beispiel die Parameter a und b der

bx

Funktion y = ae®® wissen, miissen wir die Variablen so transformieren, dass die neue

Funktion v = a + Su lautet. Zu diesem Zweck logarithmieren wir die Ausgangsfunktion
und erhalten

v =1Iny = In(ae®®) = Ina + bz. (5.21)

Daraus folgt fiir die Variablen » und v:

v=1In
Y (5.22)
u=z.
Die gegebenen Punkte (z;,7y;) werden nun transformiert zu (z;,Iny;) = (u;,v;) und

kénnen nun in die lineare Funktion v = « 4 Su zur Erstellung des Gleichungssystems
eingesetzt werden. Sind « und [ berechnet, so sind die eigentlich gesuchten Parameter
a und b gegeben durch

(5.23)

Es folgt nun eine aus [12] und [6] zusammengestellte Tabelle, die fiir einige Funk-
tionen die entsprechenden Transformationen angibt.

Funktion y = f(z) | Transformation
y = az’ u=Inz,v=Iny
y = ae’® u=ux,v=Iny
— _a — 1
y—wirb u—:v,v—lf
Y az+b ’U,:If,’l):%
_ ax _ 1 _ 1
y_w—l—b u_w’v_y
_ 1 — -1
y_aw2+bw+c ’LL—IE,’U—y
=5 u=z,v=2=2
y_aw2+bw+c T Y Ty
_ b c 1 _
y=a+,;+ 2 u=,0=y
y=alnz+b u=lnz,v=y
| _ _ 1
Y= Garne u—:v,v—y%
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5 Methode der kleinsten QQuadrate

5.6 Beispiele und Bilder

14

1.2}

-5 0 5

1

1707 bei geringen Messfehlern.

Abbildung 5.2: Approximation von

Beispiel 18. Die Graphen in den Abbildung 5.2 und 5.3 zeigen beide die Approximation
der Funktion f(z) = 7. Der Ansatz lautet bei beiden _—, nur dass, wie aus
der folgenden Tabelle ersichtlich ist, die Fehler in den Funktionswerten in der zweiten

Abbildung gréfer sind:

x-Werte f(z) auf Funktionswerte | Funktionswerte
4 Dezimalen gerundet | fiir Abb. 5.2 fiir Abb. 5.3

-9 0.0385 0.039 0.044
-4 0.0588 0.06 0.068
-3 0.1 0.095 0.89
-2 0.2 0.195 0.17
-1 0.5 0.55 0.59
0 1 1.01 1.04
1 0.5 0.55 0.37
2 0.2 0.2 0.2

3 0.1 0.11 0.115
4 0.0588 0.095 0.05
) 0.0385 0.038 0.03

Nach Transformation der Punkte von (z,y) zu (z, i) wenden wir die Methode der kleins-
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5 Methode der kleinsten QQuadrate

ten Quadrate an und erhalten als Losung dann die Approximationspolynome

1

P —
(%) = 008722 + 0.04430 = 0.9295"
i 1

P(z) = .
(%) = 1066122 1 0.59842 + 08788

14

1

177 Dei groberen Messfehlern.

Abbildung 5.3: Approximation von

Die Funktion P dargestellt in Abbildung 5.2 beschreibt eine gute Anndherung. In Ab-
bildung 5.3 kann man gut erkennen, wie sich noch gréfere Fehler auswirken. Die Ap-
proximationsfunktion ist noch weiter von der eigentlichen entfernt. Zusétzlich ist das
Maximum deutlich gréfer als bei der ersten Approximation. Hinzu kommt, dass die Ex-
tremstelle eindeutig zu weit links ist. Das hingt vor allem damit zusammen, dass die
zu approximierenden Punkte nicht symmetrisch liegen. Wihrend die gegebenen Punkte
von P eher symmetrisch liegen, kann speziell fiir die Punkte (—1,0.59) und (1,0.37)
nicht einmal mehr anndhernd von Symmetrie gesprochen werden und deshalb ist die
Extremstelle verglichen mit der eigentlichen Funktion verschoben.
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6 Fourier-Analyse

Mochte man eine periodische Funktion approximieren, so ist es einleuchtend, Li-
nearkombinationen von periodischen Funktionen zu verwenden. Die Funktionen sin(z)
und cos(x) bieten sich dabei natiirlich an. Die daraus resultierenden Fourier-Polynome
lassen sich sowohl zur Approximation als auch zur Interpolation verwenden.

Bevor wir auf die diskrete Fourier Analyse eingehen, zitieren wir noch die Ergeb-
nisse fiir die Approximation von gegebenen Funktionen, da die diskrete Fourier Analyse
davon ausgeht. Weiters lisst sich so die Analogie der Berechnung der Koeffizienten gut
erkennen.

6.1 Ergebnisse aus der Fourier-Analysis

Die folgenden Ergebnisse werden als bekannt vorausgesetzt und daher nicht her-
geleitet, auch wenn sie Ausgangspunkt fiir unsere weiteren Uberlegungen sind. Fiir die
Herleitung sei zum Beispiel auf [9] verwiesen.

Ist eine stetige Funktion f : R — R mit der Periode 27 gegeben, so lisst sie sich
durch ein trigonometrisches Polynom der Form

1

9n(2) = Sao + D _{ax cos(kz) + by sin(kz) } (6.1)

nach der Methode der kleinsten Quadrate approximieren, sodass fiir den Fehler gilt

x 1/2

F(z) = |lgn(z) = f(2)[la = /(gn(w) — f(@)%dz| = Minl. (6.2)

-7
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6 Fourier-Analyse

Daraus ergeben sich fiir die sogenannten Fourierkoeffizienten ay und by die Gleichungen

1 iy
ay = ;/f(:v)cos(k:v)d:v, k=0,1,...,n,

m (6.3)
1
b, = —/f(x)sin(kx)d:v, k=1,...,n.
T
Fiir n — oo ergibt sich die unendliche Fourierreihe
1 - :
9(@) = Fao + > {ax cos(kz) + by sin(kz)}. (6.4)

k=1

Wir wollen aber nicht eine gegebene Funktion approximieren, sondern eine durch eine
Wertetabelle gegebene Funktion.

6.2 Diskrete Fourier-Analyse

Gegeben sei eine Funktion f mit der Periode 27 durch N + 1 dquidistante Stiitz-
stellen (z;, f(z;)). Sei h der Abstand der Stiitzstellen, so gilt

2 . 2 :
hzﬁ, IEth'j:N'j, j=0,1,...,N. (6.5)
Bemerkung 19. War bis jetzt immer n 4 1 bzw. n die Anzahl der gegebenen Punkte, so
verwenden wir jetzt IV + 1, weil dies in der Fourier-Analysis so iiblich ist. n wird ndmlich

fiir den Grad des Fourierpolynoms verwendet.

Es bietet sich an, die Fourierkoeffizienten, die durch Integrale zu berechnen sind,
numerisch zu approximieren. Wir verwenden dazu die Sehnentrapezregel.

Sehnentrapezregel

b
Es soll das Integral [ f(z)dz angenihert werden, wobei das Intervall durch N + 1

a
Stiitzstellen unterteilt ist, so dass ¢ = ¢ < 1 < --+ < zy = b. Die Idee besteht darin,

das im allgemeinen krumme Kurvenstiick durch ein lineares zu ersetzen, also durch die
Gerade

(f(@iz1) = f(23)) (& — )

Tiv1 — T

y(z) = + f(wi). (6.6)
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6 Fourier-Analyse

Da
b T1 T2 TN
/f(:v)d:v - /f(:v)d:v + /f(:v)d:v bt / f(2)dz (6.7)
gilt, wird also jedes Integral durch
/ f(z)dz =~ / y(z) = / (f($z+1)$7+{(;'5z)2($ — ;) 4 f(m) ==
; @ ; (6.8)

= %(f(xm) + f (@) (@i — 25)

angendhert, was durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen leicht einzusehen ist.

Anniherung der Fourierkoeffizienten

Wird also die Sehnentrapezregel auf die Integrale der Fourierkoeffizienten (6.3)
angewendet, so erhilt man

27
a =7lr/f(:v) cos(kz)dx ~
0

N-1

z%% Z (f(IEj) cos(kz;) + f(zj51) COS(kaHl)) (zj11 — ;) = (6.9)

jZO 2
N

_ l12_7r(f(x0) cos(kxo) + 2 Z_ f(z;) cos(kz;) + f(zn) cos(kxN))

T2 N =
und da f(z) cos(kx) periodisch ist, gilt f(zo)cos(kzo) = f(xn)cos(kxzy) und somit gilt
weiter

9 N

= NZf(x]) cos(kz;). (6.10)

Durch analoge Rechnung erhalten wir auch eine Approximation fiir by, so dass
somit die angendherten Fourierkoeffizienten durch

N
Zf(%') cos(kz;), k=0,1,...

[o—
G =

ZIM

; (6.11)
Z (z;) sin(kz,), k=1,...

2 |

gegeben sind.
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6 Fourier-Analyse

Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

Satz 10. Fir die dquidistanten Stiitzstellen x; = h-j = %”j mit h = %” gilt

N
[ 0, falls K/N £Z
;Cos(kxf)_{ N, falls k/N ¢ Z

N (6.12)
Zsin(kxj) =0, fiir alle k € Z.
j=1
Beweis. Wir untersuchen die komplexe Summe
N N
S = Z[cos(kxj) + isin(kz;)] = Z k% = ekl 4 Qkh 4 g3ikh 4 NiFh —
j=1 j=1
_ eikh<1+eikh+62ikh+ +6(N—1)ikh>_
(6.13)

Diese Summe ist eine geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢ = e™** = ¢#27/N_ Fiir
k/N € Z ist ¢ = 1 und somit folgt S = N.
Fir k/N £ Z erhalten wir mittels der Summenformel fiir die geometrische Reihe

) N—l ) eik271'_1
S = ettt . 7 - _ hhZ______— — . 6.14
¢ g—1 € Tekh — 1 (6.14)

Dabei ergibt der Realteil von S die erste, der Imaginéirteil die zweite Gleichung.

O

Satz 11. Fir die dquidistanten Stitzstellen x; = h-j = %” -j mit h = %” gilt firk,l e N

N 0, falls% ,éZund% £7
Zcos(k:vj) cos(lz;) = ¢ I, falls entweder &t € Z oder ! ¢ Z
=t N, falls % € Z und % €L
falls% ;Zund% £7
N . 0, { oder B ¢ Z und 2t € Z (6.15)
;sm(kxj) sin(le;) = —%, falls % € Z und % £7
%, falls%éZund%eZ

N
Zcos(k:vj) sin(lz;) =0, firk,l e N

=1
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6 Fourier-Analyse

Beweis. Es gelten die folgenden trigonometrischen Identititen
cos(kz;) - cos(lz;) = %[cos(k + )z + cos(k — l)z;],
sin(ka;) - sin(iz;) = 3[cos(k — )a; — cos(k + )z;), (6.16)
cos(kz;) - sin(la;) = %[Sin(k +1)z; — sin(k — D)z,

aus denen wegen (6.12) die Beziehungen des Satzes folgen.

6.2.1 Interpolation und Approximation durch Fourier-Polynome
Interpolation durch Fourier-Polynome

Sind N Stiitzpunkte (z;, f(z;)), j = 1,2,..., N gegeben, die durch ein Fourier-
Polynom

on(2) = %a(’j + > {a cos(k) + B sin(kz)} (6.17)

interpoliert werden, so sind die Koeffizienten durch

N
Zf(rcj) cos(kz;), k=0,1,...

ZIM

ay 1=
(6.18)
by, =

2 |

N
Z (z;) sin(kz;), k=1,...

eindeutig bestimmt.

Satz 12. Ist die Stitzstellenzahl N = 2n gerade, so ist das Fourier-Polynom eindeutig
gegeben durch

1 n—1 %
gn(z) = §a3 + Z{a,’; cos(kx) + by, sin(kz)} + a—2" cos(nz). (6.19)
k=1

Ist die Stiitzstellenanzahl ungerade N = 2n + 1, so ist das Fourier-Polynom eindeutig
gegeben durch

on(z) = %a(’j + {a} cos(kz) + b sin(kz)}. (6.20)
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6 Fourier-Analyse

Beweis. Der Satz wird fiir eine gerade Stiitzstellenanzahl N = 2n bewiesen. Fiir ungerade
n verliduft der Beweis analog. Das Interpolationspolynom ist durch N Punkte festgelegt,
wobei f(zg) = f(zy) gilt. Durch Einsetzen erhélt man ein lineares Gleichungssystem
mit N Gleichungen und N Unbekannten.

n—1
1 On .
gn(z;) = 500+ E {ag cos(kz;) + Brsin(kz;)} + 5 —cos(nz;) = f(z;), j=1,...,N.
k=1

(6.21)

Die Spalten sind wegen (6.15) paarweise orthogonal und von Null verschieden.
Daher hat die Matrix des Gleichungssystems maximalen Rang und das Gleichungssystem
ist eindeutig 16sbar.

Zur Berechnung der ¢; wird das Gleichungssystem mit cos(lz;) multipliziert, wo-
bei fiir ein fixes [, 0 < [ < n gelten soll. Werden alle Gleichungen fiir j = 1,..., N
anschlieftend summiert, erhdlt man ausgehend von

n—1

1 O .
gn(z;) = 50 + Z{ak cos(kz;) + B sin(kz;)} + 5 —cos(nz;) = f(z;) j=1,...,N
k=1
(6.22)
die Gleichung

LN n—1 N N

—ay Z cos(lz;) + Z (ak Z cos(lz;) cos(kz;) + By Z cos(lz;) sin(k:q)) +

2 j=1 k=1 j=1 j=1 (6.23)

+ 2 E cos(lz;) cos(nz,) E cos(lz;) f

j=1

Die linke Seite der Gleichung vereinfacht sich wegen (6.12) und (6.15) zu Y, sodass
gilt

2 n
o=+ > cos(lz;) f (), (6.24)
j=1
was aber genau der Definition von ] entspricht.

Um f; zu bestimmen, geht man analog vor, nur dass man das Gleichungssystem
(6.22) mit sin(lz;) multiplizieren muss.
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6 Fourier-Analyse

Approximation durch Fourier-Polynome

Gegeben seien N Punkte, die durch ein Fourier-Polynom g, n-ten Grades appro-
ximiert werden sollen. Dabei ist die Zahl der gesuchten Koeflizienten kleiner als die
Zahl der Stiitzstellen, also gilt 2n < N. Mdchte man nun die Koeffizienten mittels der
Methode der kleinsten Quadrate approximieren, so erhilt man

on(2) = %a(’j + > {a cos(k) + B sin(kz)} (6.25)

wieder mit den Koeflizienten

N
. 2
ak:w;f(xj)cos(kxj), k=0,1,...,n,

, N (6.26)
b ::N;f(xj) sin(kz;), k=1,...,n.
Satz 13. Das Fourier-Polynom
on(z) = %a(’j + " {a} cos(kz) + b sin(kz)} (6.27)

k=1

mit den Koeffizienten (6.18) approzimiert die Funktion f(z) entlang der Punkte (x;, f(z;))
s0, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen minimal ist.

Beweis. Wir gehen vom Fourier-Polynom

1

9a(2) = 500 + > {o cos(kz) + By sin(kz)} (6.28)

aus, dessen Koeffizienten «g, o, Bk, K =1,...n noch zu bestimmen sind, sodass
2

N n
F(a, ag, Br) = Z Bao + ) _{awcos(kz;) + Besin(kz;)} — f(z) (6.29)
j=1 k=1

minimal wird. Die Koeffizienten o, oy, 8 lassen sich aus den 2n + 1 Bedingungen
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AF aF OF _
ag = 0 =0, T = 0 berechnen.

’ Bag

OF 1 A1 -

S =22 ; [5040 + Z{ak cos(kz;) + By sin(kz;)} — f(z;)| =
N
Z[ o — f(z; ] £33 (o coshas) + fusin(ey)} =
j=1 k=1 j=1

-~

=0 wegen (6.12) (630)

1 N
=5Nag - > flay) =
=1
2 v,
— Qp = N Zf(xj)
j=1

Fiir 0 < I < n gilt

% _2Zc0s (lz;) [ o + Z{ak cos(kz;) + Brsin(kz;)} — f(z;)| =
J j=1 k=1
N

( lg — Zf ;) COS la@)) = (6.31)

j=1

g N
= Zf z;) cos(lz;).
]=1

N
Analog ergibt sich 8; = 2 > f(x;)sin(lz;). Wir vergleichen nun die berechneten Ko-
=1

effizienten oy, ¢y und §; mit den Definitionen der Koeffizienten aj, a; und b} fiir [ =
1,2,...,n und sehen, dass sie iibereinstimmen. Damit ist der Satz bewiesen.

O

Bemerkung 20. Mo6chte man eine Funktion mit Periode 7 # 27 approximieren, so wendet
man die Transformation £ — Z = Xz an und erhilt eine Funktion F(z) = F(¥z) mit
Periode 27.

Bemerkung 21. Ist eine Funktion f(x) ungerade, so gilt aj = 0; ist sie gerade so, gilt
by, = 0 fiir alle k.
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6.2.2 Beispiele und Bilder

15

0.5¢1

-15 : : :
=4 -2 0 2 4

Abbildung 6.1: sin(2 cos(z)) approximiert durch ein Fourier-Polynom 4. Grades.

Beispiel 19. Interpoliert man die Funktion f = sin(2(cos(z)) mit der Fourier-Methode,
so erhilt man bereits fiir ein Fourier-Polynom 4. Grades, also fiir nur 8 Stiitzstellen, ein
sehr gutes Ergebnis (vgl. Abb. 6.1). Wir benétigen folgende Angaben:

—ir |5 —f [ o | § |5] v | «
—sin\/i‘ 0 ‘sm\f‘sm2‘sm\f‘0‘—s1n\f‘—sm2
Zusétzlich wissen wir, dass auf Grund der Periodizitédt f(—m) = f(7) = —sin 2 gilt. Nun

lassen sich die Koeffizienten wie folgt berechnen:

N
2 1
aly = ¥ E fzj)cos(0- z;) = Z(—sin\/i+sin\/§+sin2+sin\/§—sin 2—sin2) =0
=1

N
T—NZ (z;)cos(l-z;) = —(—31n\f(\/7+sm\f \/7+sm2+sm\f\/7
—sinv/2 - (—\/;) +sin2) = sin V2 \2/§+Sln2 ~ 1.1531.

Fiir die restlichen Koeffizienten geht man analog vor und erhilt

ay =0,

— 2
@ = s1n\f2\f+s1n ~ —0.2438,
ay = 0.
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Wie in Bemerkung 21 bereits erwéhnt, sind alle b} wegen der Symmetrie f(—z) = f(z)
gleich Null. Somit ergibt sich das Fourierpolynom

g4(z) = 1.1531 cos(z) — 0.2438 cos(3z).

In diesem Makstab ist zwischen der approximierten und der eigentlichen Funktion
kein Unterschied zu erkennen. Zum Vergleich ist sin(2 cos(z)) in Abbildung 7.4 angege-
ben.

14

1.2}

0.8¢

0.6

041

0.2t

Abbildung 6.2: H% approximiert durch ein Fourier-Polynom 4. Grades.

Beispiel 20. Fourierinterpolation ist aber nicht nur fiir periodische Funktionen geeignet,
sondern auch fiir solche, deren Funktionswerte an den Réindern iibereinstimmen. Dies
ist zum Beispiel fiir f(z) = {7z der Fall. Sie entspricht der Funktion f(z) = m
T € [—m,7|. Aus der Wertetabelle i

fiir

3 _r _r T T 3
_47T‘2‘4‘0‘4‘2‘47T‘7T

0.0664 | 0.1379 | 0.3902 | 1 | 0.3902 | 0.1379 | 0.0664 | 0.0385

lassen sich die Fourierkoeffizienten berechnen, sodass das zugehérige Fourierpolynom

94(Z) = 0.2784 + 0.3549 cos(Z) + 0.1907 cos(2Z) + 0.1259 cos (3Z) + 0.0501 cos(4Z)
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0.8¢
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Abbildung 6.3: ; Jrlw2 approximiert durch ein Fourier-Polynom 8. Grades.

lautet. Dieses ist in Abbildung 6.2 gezeichnet. Falls man mit dieser Naherung noch nicht
zufrieden ist, so erhdlt man zum Beispiel durch Verdoppelung der Stiitzstellenanzahl
eine erhebliche Verbesserung. Wir nehmen die Werte

| % | ¥ | 5|5 | ¥ | ¥ | %
8

g7 8 8 —38 8 8 8

0.0497 | 0.0929 | 0.2215 | 0.7191 | 0.7191 | 0.2215 | 0.0929 | 0.0497

noch hinzu und erhalten das in Abbildung 6.3 dargestellte Fourierpolynom

gs(Z) =0.2746 4 0.3444 cos(Z) + 0.1757 cos(2Z) + 0.9730 cos (3T) + 0.0501 cos(4T) +
+ 0.0286 cos(5Z) + 0.0150 cos(6Z) + 0.0105 cos(7Z) + 0.0038 cos(8T).

In diesem Mafstab ist nur mehr wenig Unterschied zwischen Approximation und
Original festzustellen. Zum Vergleich ist auch die Ausgangsfunktion eingezeichnet. Zu
bedenken ist, dass das Fourier-Polynom wegen seiner Periodizitit an den Stellen —7 und
7 ein Minimum annimmt, wihrend ﬁ an denselben Stellen streng monoton steigend
bzw. fallend ist. g, lisst diese Tatsache noch recht gut erkennen, wihrend dies fiir gg
kaum mehr auffillt.

Beispiel 21. Funktionen mit Schwingungen sind fiir die Fourier-Interpolation kein Pro-
blem. Vorsichtiger muss man aber mit Funktionen sein, die eine kleine Kriimmung haben,
denn Fourierpolynome tendieren dazu, etwas zu schwingen. Allerdings ist das Problem
verglichen mit der Polynominterpolation einfach zu 16sen. Je mehr Interpolationspunkte
verwendet werden, desto mehr Schwingungen entstehen zwar, aber desto kleiner fal-
len sie auch aus. Als Extrembeispiel mit Kriimmung Null soll die Funktion f(z) = ||
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betrachtet werden (Abbildung 6.4). Die Wertetabelle fiir g4 lautet

3 _T | _z T | T |3
_47T‘ 2‘ 4‘0‘4‘2‘47T‘7T
3 T T T | T |3 ;
4”‘2‘4‘0‘4‘2‘4W‘W
Fiir gg wird sie durch die Punkte
7 _5 _3 _1 1 3 5 7
78”‘ SW‘ SW‘ 8”‘8”‘8”‘8”‘2;”
7 5 3 1 1 3 5 7
g™ ‘ g™ ‘ g™ ‘ g™ ‘871-‘871-‘871-‘871—

erginzt. Daraus lassen sich die Koeffizienten berechnen, die eingesetzt die Fourierpoly-
nome

g4(z) = 1.5708 — 1.3408 cos(z) — 0.2300 cos(3x),
gs(z) = 1.5708 — 1.2897 cos(z) — 0.1590 cos(3z) — 0,0710 cos(5z) — 0.0510 cos(7x)

ergeben.

3.5

Abbildung 6.4: |z| approximiert durch ein Fourier-Polynom 4. Grades.

Das Fourier-Polynom 4. Grades hat gréfere Amplituden als das Polynom 8. Grades.
Weiters fillt auf, dass die Approximation im Knick natiirlich schlechter ist als sonst. Das
ist darauf zuriickzufithren, dass das Fourier-Polynom C* ist, |z| aber nicht. Auch die
Approximation in diesem Punkt verbessert sich mit Erh6hung der Stiitzstellen.
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257

15¢

-2

Abbildung 6.5: |z| approximiert durch ein Fourier-Polynom 8. Grades.
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7 Approximation mittels Taylorformel

Gleich zu Beginn muss festgehalten werden, dass der Bereich der Taylorapproxi-
mation das eigentliche Thema dieser Arbeit nur tangiert. Fiir die Taylorapproximation
muss zwar eine Wertetabelle gegeben sein, aber diese besteht nicht wie bisher aus einer
Reihe von Stiitzpunkten, sondern aus den ersten k Ableitungen in einem Punkt m samt
dem Funktionswert an dieser Stelle. Aus diesem Grund wird die Taylorapproximation
hier zwar erwdhnt, aber nicht im Detail besprochen. Es soll geniigen, relevante Sitze zu
zitieren und einige Beispiele zu betrachten.

7.1 Beschreibung der Methode

Dieses Verfahren geht auf Taylorreihen zuriick und den aus der Analysis bekannten
Satz [5], dass sich jede Potenzreihe p: (m—r,m+7) > R, p(z) = ap+a1(z—m)+as(z—
m)? + az(z —m)® + ... mit Mittelpunkt m und Konvergenzradius r, fiir den 0 < r < o0
gelten muss, auf (m — r,m + r) durch

p"(m)
3!

p"(m)
2!

p(z) = p(m) + p'(m)(z — m) + (z —m)* + (x—m)*+... (7.1)

darstellen lésst.

Fiir das Approximationsverfahren bedeutet dies, dass moglichst viele Ableitungen
in einem Punkt gegeben sein sollten. Sind der Funktionswert f(m) und die k¥ Ableitungen
f'(m), f"(m), ..., f®(m) gegeben, so bezeichnet

fll(m)

51 (x—m)?>+-- + ——(z —m)* (7.2)

te(z) := f(m) + f'(m)(z —m) +

die Taylorreihenentwicklung bis zum k-ten Glied.

Fiir eine Polynomfunktion bedeutet dieses Verfahren, dass, sofern alle Ableitungen
bekannt sind und keine Mess- oder Rechenfehler das Ergebnis verzerren, diese eindeutig
gegeben ist.
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7 Approximation mittels Taylorformel

Es stellt sich nun die Frage nach dem Fehler fiir andere Funktionen bei dieser
Methode. Sind £ + 1 Ableitungen gegeben, so kann dieser fiir £; und ein bestimmtes
zg € (m — r,m + r) nach [5] durch

F(w0) — ta(wo) = % / FE (2) (o — 2)¥dz (7.3)

angegeben werden, der sich nach dem Restglied nach Lagrange zu

FED (€ (=0))

CESHI (2o — m)F Tt (7.4)

f(xo) — tr(z0) =

umformen lisst. £ ist dabei ein von zy abhingiger Wert zwischen m und x.

Fiir die Praxis bedeutet dies, dass im Entwicklungspunkt m alle £ Ableitungen
iibereinstimmen und dass der Fehler zunehmend gréfer wird, je weiter man sich von m
entfernt. Daraus folgt, dass diese Methode fiir ein Intervall I = (m—e;, m+e€3), €, € > 0
brauchbar ist.

Bemerkung 22. Ist ein Funktion f nun k£ mal differenzierbar, so besteht entweder die
Moglichkeit ;1 zu berechnen und zu versuchen den Fehler abzuschétzen, oder, wenn
man keinen Wert auf eine Abschitzung legt, diese zu kompliziert oder gar nicht méglich
ist, £; zu berechnen.

7.2 Beispiele und Bilder

Beispiel 22. Beginnen wir damit, die Funktion f = z? - |z| an der Stelle (2, 8) mittels
Taylorformel zu entwickeln. Aus f(2) = 8, f/(2) = 12, f"(2) = 12, f”(2) = 6 und der
Tatsache, dass alle hoheren Ableitungen im Punkt 2 gleich Null sind, ergibt sich wegen
(7.2) eindeutig das Taylorpolynom #3(z) = 8 + 12(z — 2) + 6(z — 2)? + (z — 2).

Fiir positive z entspricht f dem Polynom z® und dem Taylorpolynom #,, da Polyno-
me durch eine Taylorentwicklung bei geniigend grofem Grad exakt approximiert werden.
Die Schwiche der Methode offenbart sich bei Betrachtung der negativen z-Werte (vgl.
Abb. 7.2). Die Betragsfunktion |z| ist in sdmtlichen Ableitungen an der Stelle 2 nicht von
der Funktion z zu unterscheiden. Deshalb teilen sich Taylorpolynom und f im Punkt
(0,0). Wihrend das Taylorpolynom der Funktion z* fiir negative z entspricht, betrigt
der y-Wert von f gleich —z3. Eine Verbesserung der Approximation fiir negative z-Werte
gibt es nicht, da die Moglichkeiten der Taylormethode schon ausgeschépft sind. Ab der
4. Ableitung sind ndmlich sdmtliche héheren Ableitungen gleich Null und damit ist eine
Erh6hung des Grades nicht mehr moglich.

91



7 Approximation mittels Taylorformel

150

100} . )
RO

50+

)

o Entwicklungspunkt
Talyorapproximationspolynom

_50 -

-100

-150 :
-5 0 5

Abbildung 7.1: Approximation von f(z) = z? - |z| mittels eines Taylorpolynoms héchst-
moglichen Grades.

Beispiel 23. Wie die Taylorentwicklung fiir f = -5 aussieht ist in Abbildung 7.2 durch
die Polynome %,, tg und %4 gezeigt. Sind die folgende Werte gegeben

f(0) = FU9(0) = 10!
f(0)y=-2" fO(0) =0
fmoy=0  fU9(0) = 12!
O =4t 7e0) =0
f@)y=0  f9(0) = —14!
fO0) =6 f09(0) =0
F0(0) = FU9(0) = 16
f(8)(0) = 8!

so lauten die Taylorpolynome:
ty(zr) =1—2"+2*
tg(x) =1 —2® + 2% — 2% + 28

tig(z) =1— 2+ — 25 + 28 — "0 + 22 — g 4 216

Es stellt sich heraus, dass alle 3 Polynome im Bereich um den Entwicklungspunkt (0,1)
eine gute Approximation ohne unerwiinschte Schwingungen darstellen. Je héher der Grad
des Polynoms, desto grofer ist das Intervall I = (0—eq, 0+e€,), fiir das das Taylorpolynom
eine gute Approximation darstellt. Allerdings ist auch gut zu sehen, dass je héher der
Grad von {fj, ist, desto steiler ist der Anstieg des Approximationspolynoms ausserhalb
des Intervalls I. Der Funktionswert von #14(+5) liegt in der Gréfenordnung von 10!
Abbildung 7.2 zeigt noch einmal diese Funktion aber in einem anderen Mafstab.
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Abbildung 7.2: Der Bereich der ,guten” Approximation vergréfert sich fiir Taylorpoly-
nome mit dem Erhéhen des Grades nur langsam; zusitzlich wichst der
Fehler ausserhalb dieses Bereichs.

Beispiel 24. Abschliefiend mochte ich noch die Taylorformel auf die Funktion f(z) =
sin(2 cos(z)) anwenden (sieche Abb. 7.4). In diesem Beispiel geht es einerseits darum,
eine periodische Funktion zu approximieren, andererseits soll auch beleuchtet werden, in
wieweit die Position des Entwicklungspunktes einen Einfluss auf das Approximations-
verhalten von fj hat. Es sind wieder die Ableitungen gegeben:

£(0) =sin(2) FO(0) =

f'(0)=0 f19(0) = —12602 cos(2) — 49380 sin(2)

f"(0) = —2cos(2) Fiv(0) =0

") =0 FAD(0) = 1494242 cos(2) + 383988 sin(2)

F®(0) 2cos(2) — 12sin(2) f90) =0

f80)=0 FAD(0) = 41337660 sin(2) — 41681642 sin(2)

f©(0) = 118 cos(2) + 60sin(2) fa% ) =0

fM0)=0 f18)(0) = —5763749438 cos(2) — 2663125932 sin(2)
®)

Das Taylorpolynom t;, ist dann durch

-y (2!(0) (z — m) (7.5)

i=1

gegeben.

Anhand dieses Beispieles ist zu erkennen, dass die Periodizitét fiir die Taylorappro-
ximation keine Vorteile bringt. Wie bereits in den vorhergehenden Beispielen existiert
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Abbildung 7.3: Taylorpolynome hohen wie niedrigen Grades schwingen nicht im Bereich
um den Entwicklungspunkt und bieten auch schon ab einem niedrigen
Grad eine passable Approximation in einem gewissen Bereich.

ein Intervall, fiir das die Taylorpolynome eine gute Approximation bieten. Fiir £,4 wird
sogar ungefihr die Hélfte des Intervalls (—m, 7) gut approximiert. Das hat weniger mit
der Periodizitdt der zu approximierenden Funktion zu tun, denn das Taylorpolynom
selbst ist ja auch nicht periodisch, als mit dem kleinen Definitionsintervall.

Interessanter wird es schon, wenn man die Abbildungen 7.4 und 7.5 beziiglich ihres
Entwicklungspunktes vergleicht. Wir geben uns die Ableitungen in Punkt (%, f(%)) vor
und erhalten

f(5) = sin(1) Ji
F'(5) = —V3cos(1) £
f"(%) = —cos(1) — 3sin(1) @

"(%) = 4v/3cos(1) — 3v/3sin(1)  fI
F®(%) = 19cos(1) + 18sin(1)

= 45sin(1) — 23+/3 cos(1)

= —346 cos(1) — 105 sin(1)

= 91v/3 cos(1) — 8824/3sin(1)
= 7225 cos(1) — 819sin(1)

o~~~

w3 0ol wla ool
SN N N N

Daraus lasst sich das auf 4 Stellen gerundete Taylorpolynom

tg(z) =0.8415 — 0.9358(x — g) — 1.5324(z — g)2 — 0.1048(z — g)?’ +

+1.0588(z — g)‘* +0.3516(z — g)f’ —0.3824(z — g)s _

—0.2382(z — §)7 +0.0797(z — %)8

berechnen. Der Entwicklungspunkt (0, f(0)) stellt sich eindeutig als besser geeignet her-
aus als der Punkt (%, f(3)). Der Grund dafiir besteht darin, dass die erste Entwicklung
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7 Approximation mittels Taylorformel

Abbildung 7.4: Taylorapproximation einer periodischen Funktion im Symmetriepunkt.

im Symmetriepunkt der Funktion f stattfindet. Dadurch ,erkennt” die Taylormethode,
dass es sich um eine gerade Funktion handeln muss und entsprechend sind auch alle
Koeflizienten ungerader Potenzen gleich 0, weil alle ungeraden Ableitungen gleich Null
sind. Zwar ist das Intervall, fiir das das Taylorpolynom den Tendenzen von f folgt, noch
dhnlich groft wie im vorhergehenden Beispiel, aber das Intervall I, fiir das das Taylorpo-
lynom eine wirklich gute Approximation bietet, ist deutlich kleiner geworden.

Bemerkung 23. In allen Beispielen ist zu erkennen, dass die Intervalle guter Approxima-
tion Iy, Iy, Ix o, ... fiir die entsprechenden Funktionen y, 1511, tg12,. . . fiir wachsendes
k immer langsamer grofer werden.

Bemerkung 24. Fiir eine entsprechend oft differenzierbare Funktion f ldsst sich der ma-
ximale Fehler fiir ein bestimmtes Intervall I bei vorgegebenem Grad von £; berechnen,
wenn man max f®+1)(z) abschiitzen kann [2].

T €

Beispiel 25. Die Funktion f(z) = sin(z) ldsst sich zum Beispiel leicht abschétzen. Ent-
wickelt man f fiir m = 0 durch ein Taylorpolynom 4. Grades im Intervall [-7, 7], so
erhélt man: ¢4(z) = z — tz®. Wegen f¥(z) = sin(z) < 1 und (%)® < 0.96 betrigt der
Fehler f(z) — t4(z) = £ /®(£(z))(z — m)® < 0.08. Abbildung 7.6 zeigt die Graphen im
Vergleich. Fiir eine bessere Darstellung der Funktion sin(z) ist diese auf dem Intervall
[—m, 7] gezeichnet (strichliert). ¢4 ist im Intervall [—7, 7] als Linie gezeichnet, ausserhalb

punktiert.

Bemerkung 25. Mochte man eine Funktion iiber einem gréfieren Intervall approximie-
ren, so ist es ratsam, mehrere Taylorpolynome mit verschiedenen Entwicklungspunkten
aneinanderzuhéngen.
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7 Approximation mittels Taylorformel

Abbildung 7.5: Taylorapproximation einer periodischen Funktion an einer beliebigen,

nicht speziellen Stelle, z.B.: m = (%, f(%))

15}

AN
0.5t E N sin(x)
g n \

\

Abbildung 7.6: Taylorapproximation von sin(x).
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8 Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit der Interpolation und Approxi-
mation von eindimensionalen Funktionen auf R, die anhand einer Tabelle gegeben sind.
Die beschriebenen Methoden lassen sich nach dem Verwendungszweck unterscheiden.

Interpolationspolynome sind fiir eine Anndherung von gemessenen Werten nicht so
gut geeignet, da Messfehler, speziell bei einer grofsen Anzahl von Stiitzstellen, unange-
nehmerweise das Polynom besonders an den Rindern zum ,Schwingen” bringen. Selbst
Tschebyscheft-Polynome, die die Oszillation mdglichst minimieren, sind noch Schwin-
gungen unterworfen, auch wenn sie weniger stark ausfallen. Dafiir sind die Interpola-
tionspunkte nicht frei wihlbar, was bei einer Erhéhung des Grades bedeutet, dass alle
Stiitzstellen von neuem berechnet werden miissen. Fiir exakte Werte sind die Methoden
von Lagrange, Newton und Tschebyscheff aber durchaus zu verwenden. Speziell soll-
te man sich iiber die Gestalt der Funktion Gedanken machen. Sind Asymptoten oder
Polstellen zu vermuten oder sogar gegeben, so sind rationale Polynome besser zur Ap-
proximation geeignet.

Fiir eine Interpolation von gemessenen Werten ist die Spline-Interpolation vor-
zuziehen. Splines oszillieren nicht und sind fiir beliebige Stiitzstellen berechenbar und
ohne unerwiinschte ,Nebenwirkungen” verwendbar. Sind viele Stiitzstellen gegeben, so
kénnen bereits lineare Splines eine gute Approximation bieten. Dariiberhinaus haben sie
auch Eigenschaften, die Splines héherer Ordnung nicht mehr aufweisen kénnen: Positivi-
tdt, Monotonie und Konvexitit im Sinne von Kapitel 3.1.1. Normalerweise entsprechen
kubische Splines aber mehr der Vorstellung, da sie glatt sind. Fiir die verschiedenen
Anwendungen gibt es unterschiedliche Anséitze, da kubische Splines nur bis auf 2 Wer-
te eindeutig bestimmt sind. Es besteht die Md&glichkeit die ersten, zweiten oder dritten
Ableitungen in den Randpunkten frei zu wihlen. Dariiberhinaus kénnen periodische
Funktionen auch durch periodische Splines interpoliert werden. Diese sind eindeutig be-
stimmt. Weiters kénnen mittels parametrischen Splines auch Kurven mit Doppelpunkten
interpoliert werden.

Auch wenn durch Aneinanderhingen von Splines Kurven mit Knicken erzeugt
werden konnen, so sind doch Bézier-Kurven in diesem Fall besser geeignet. Bei Bézier-
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Polynomen sind Anfangs- und Endpunkt wahlbar und der Kurvenverlauf ist durch belie-
big viele Bézier-Punkte bestimmbar. Fiir den Fall, dass bestimmte Punkte interpoliert
werden sollen, ist es einfacher, Bézier-Splines zu verwenden. Kubische Bézier-Polynome
interpolieren die Intervalle zwischen den gegebenen Punkten. Durch Wéihlen der Bézier-
Punkte lassen sich nicht nur die Punkte auf eine bestimmte Weise interpolieren, sondern
es besteht auch die Méglichkeit, Knicke an den Knoten zu erzeugen. Ebenso kénnen die
Bézier-Polynome auch so aneinandergefiigt werden, dass der Spline an den Knoten ein
oder zwei mal stetig differenzierbar ist. Auch fiir Bézier-Splines gibt es eine Variante fiir
periodische oder geschlossene Kurven. Bézier-Splines sind speziell fiir das Modellieren
von Kurven brauchbar, da durch Versetzen von einzelnen Bézier-Punkten, die Kurve
einfach verindert werden kann.

Fiir die Interpolation von periodischen Funktionen sind Fourier-Polynome beson-
ders geeignet. Durch die benétigten dquidistanten Stiitzstellen ist man zwar etwas ein-
geschriankt, aber da sie eine gute Approximation liefern, sind sie dennoch auch fiir durch
Messung erhaltene Wertetabellen anwendbar. Dariiberhinaus sind Fourier-Polynome we-
gen ihrer Eigenschaft nach der Methode der kleinsten Quadrate zu approximieren sehr
von Vorteil.

Die Methode der kleinsten Quadrate stellt ein gutes Instrument dar, bis auf Para-
meter noch zu bestimmende Funktionen zu berechnen. Dabei bestehen auch die Még-
lichkeiten Punkte zu gewichten oder beliebige Punkte zu interpolieren und die restlichen
zu approximieren, was zum Beispiel, wenn ein Punkt laut Theorie bereits feststeht, von
Vorteil ist. Diese Methode iiberzeugt besonders bei geeigneter Wahl der Ansatzfunk-
tion. Es stehen nicht nur Polynome, die Exponentialfunktion und rationale Polynome
zum Approximieren zur Verfiigung, sondern alle jene Funktionen ¢y, ..., ¢, die linear
unabhéingig sind.

Schlieflich ist noch die Taylorentwicklung zu erwidhnen, die fiir die Approximation
von Funktionen gedacht ist, von denen man n Ableitungen in einem Punkt kennt. Sie
ist in einem Intervall um den Entwicklungspunkt ausgezeichnet, wobei sich der Fehler
aber rasch vergréfert, wenn man sich davon entfernt. Ausserhalb dieses Intervalls kann
nicht mehr von Approximation der Funktion gesprochen werden. Ist f("*1 beschrinkt,
so ldsst sich auch der Fehler abschétzen, was sehr von Vorteil ist. Allerdings ist fiir etwas
komplizierte Funktionen eine sinnvolle Abschétzung meist nicht einfach oder manchmal
auch unmdéglich.
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